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AVERTISSEMENT 



Get ouvrage est surtout destine aux jeunes gens qui 
se pr^parent aux £coles du Gouvernement. Les quatre 
premiers livres renfernient les matieres exig^es pour 
Fadmission k I'Ecole Navale et k TEcoIe Militaire de 
Saint-Cyr. Les candidats h I'^cole Polytechnique au* 
ront, en outre, a ^tudier une partie du cinquieme 
livre , qui traite de la Trigonom^trie sph^rique , et une 
partie du sixieme , qui renferme des d6veloppements 
sur la theorie si importante des fonctions circulaires. 

Quelques passages, dontl'etude n*e$t pas indispensable ^ ontete 
inaprimes en petits caracteres. 
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Des fonctions,' 

i. Lorsque deux grandeurs variables sent telles, qu'a 
chaque valeur de Tune correspond une valeur determinee 
de I'autre, on dit que ces grandeurs sont fonction Tune 
de I'autre. Par exemple, dans un cercle, la circonference 
et la surface sont fonctions du rayon \ et reciproquement , 
le rayon est fonction de la circonference ou de la surface. 

La Trigonometrie est fondee sur la theorie de certaines 
fonctions qui naissent de la consideration du cercle , et que 
Ton nomme, pour cette raison ^fonctions circulaires. Nous 
commencerons par exposer les ^^ments de cette theorie. 

Sur la mesure des longueurs. 
2. Soit Q (fig» i) un point fixe d'une ligne x' x droite 
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oucourbe, et supposons qu'a partir de ce point O, or 
prenne sur x' x di verses longueurs OA, OA', OA", etc.; 
ces longueurs, etant rapportees a une m^me unit^, seront 
representees par d^s nqmbres , et nous conviendrpns d'af- 
fecter ces noi^br^s du figae 4- ou du sigpie — ^ siiivant que 
les longueurs dont ils expriment la mesure sont portees 
dansun sens ou dans Fautre. En d'autres termes, les lon- 
gueurs portees dans un sens (celui qu'on voudra) seront 
representees par des nombres positifsy et les autres par des 
nombres negatifs, Quelquefois, afin d'abreger le langage, 
nous emploierons la denomination de longueurs posiiwes et 
negatii^esy pour designer les longueurs representees par des 
nombres positifs et negatifs. 

Si, par exemple, on convient que dans ^^fig- i le sens 
des longueurs positives soit celui de Oo: indique par la 
fleche, et que les points A, A', A" soient respectivement 
situes a 7, 9, 6 mijtres du point O, si en outre on prend le 
metre pour unite lineaire, les longueurs OA, OA', OA" 
seront respectivement representees par -1-75-4-9^ — 6. 
Supposons que a soit le nombre positif ou negatif qui re- 
presente ainsi une longueur comptee sur x'x a partir du 
point O, le nombre d' unites renfermees dans cette lon- 
gueur sera + a ou — a , suivant que a sera un nombre 
positif ou un nombre negatif. 

3. Plus gen^ralement , si Ton imagine un point mobile 
partant deO, et se mouvant tant6t.dans un sens, tan tot 
dans Fautre, les diverses parties Se; x^ x d<§crites par le 
point mobile seront i'egardees comme positives ou nega- 
tives, suivant qu'elles auront ^te decrites par un mouve- 
ment dans le sens Ojc, ou dans le sens oppose Ojc'5 si 
Fon designe par a, J, c, rf, etc., les nombres positifs ou 
negatifs qui mesurent les longueurs decrites successivement 
par le mobile , et par x le nombre qui represente la distance 
de O au point ou le mobile a cesse de se mouvoir, on aura , 
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dans tous les cas y 

Pour exprimer le mdme resultat , il eut fallu plusieurs for- 
mules sans la convention que nous avons faite. Aussi cet 
example peut-il deja donner une idee de Fimportance de 
cette convention. 

4. Soit x^x {Jig' 2) une droite situee dans un plan quel- 
conque; lorsque nous aurons a considerer les distances a 
cette droite, des difierents points M, M', M'', etc., du 
plan, nous regarderons comme positives les perpendicu- 
laires situees d'un c6te quelconque de x^x^ et comme nega- 
tives celles qui seront situees de Fautre c6te ; en d*autres 
termes , les premieres seront representees par des nombres 
positifs, les autres par des nombres n^gatifs. 

Des arcs de cercle. 

5. Soit O (fig- 3) un cercle dont le rayon est pris pour 
unite [*], en sorte que la circonference est egale a 2 7r, et 

le quadrant (quart de circonference) a — Soit A un point 

fixe de la circonference, et M un point mobile partant 
de A et se mouvant dans le sens de AB , indique par la 
fl&che , que nous adopterons pour les arcs positifs ; Pare 
AM est nul a I'origine du mouvement , il augmentc ensuite, 
et sa valeur est stt quand le point mobile est revenu au 
point de depart. Mais on pent imaginer que le mouvement 
se continue autant que Ton voudra , en sorte que le point 
mobile peut decrire un arc compost d'une ou de plusieurs 
circonferenoes. Et si le mouvement du point M a lieu dans 
le sens contraire a celui que nous avons suppose, Tare 



[*] 11 en sera toujours ainsi dans ce qui va suivre. 

I . 
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decrit est negatif , mais sa valeur absolue prend tous les 
etats de grandeur a partir de z^ro. 

En resume, Tare de cercle, c'est-a-dire le nombre qui 
le mesiire , est susceptible de recevoir toutes les valeurs 
entre — oo et -h oo . 

6. L'extremite tixe A de Fare variable AM sera souvent 
designee dans la suite sous le noni d'origine de rare. 

Si a designe le plus petit des arcs positifs qui ont une 
meme extr^mite M, tous les arcs x qui ont cette m6me 
extremite sont donnes par la formule 

ou k represente un entier indetermine positif , nul ou ne- 
gatif. En effet, soit x un arc ayant son extremite en 
M (Jig' 3) ; pour decrire cet arc, on ira d'abord de A en 
M en suivant le chemin a , et comme il faut rester en ce 
point, on ne pent avoir a ajouter qu'un nombre entier de 
circonferences. Si Tare x est negatif, pour le decrire on 
ira d'abord de A en M , en suivant le chemin — (aw — a) 
ou — 2 t: -j- a , et devant rester en ce point M , on ne 
pent avoir a ajouter qu'un nombre entier negatif de cir- 
conferences. Ainsi , dans tous les cas, Tare a: est egal a a, 
plus un nombre entier positif , nul ou negatif de circon- 
ferences. 

7. u4rcs complementaires . — Deux arcs positifs tous 
deux, ou Tun positif et I'autre negatif, sont dits comple- 
mentaires ou complements Tun de Tautre, lorsque leur 

somme est egale a un quadrant , c'est-a-dire a — 

2 

Soit A [fig* 3) Torigine des arcs; menons les diam^tres 
AA' et BB' perpendiculaires entre eux , et supposons que 
le sens des arcs positifs soit celui de AB indiqu^ par la 
fl^che; jedis que si Ton considire le point B comme une 
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nouvelle origine d^arcs , et que le sens des nouveaux arcs 
positifs soit celui de 6A , deux arcs complementaires ayant 
respectivement A et B pour origines, auront la meme 
extremite M. 

En effet, soit x un arc positif ou negatif ayant A pour 

origine et M pour extremite, le complement est jc^ et 

comme B est , par hypothise , Torigine de ce complement , 

pour decrire Fare jc on ira d'abord de B en A , et a 

partir du point A ii restera a decrire I'arc — x, le sens 
des arcs positifs etant celui de BA , ou a decrire Tare x , 
en supposant que le sens des arcs positifs soit celui de AB. 
Or, de cette maniere, on revieut evidemment au point M. 
La proposition enoncee est done demontree. 

8. Arcs supplementaires. — Deux arcs positifs tous 
deux, ou Fun positif et Fautre negatif, sont dits sup- 
plementaires ou supplements I'un de Fautre, lorsque leur 
somme est egale a une demi-circonference, c'est-a-dire a tt. 

Du sinus. 

9. A etant Forigine des arcs [fig* 3)^ et AB le sens des 
arcs positifs, menons les diametres perpendiculaires A A' 
et BB'. Soit X le nombre positif, nul ou negatif qui mesure 
Fare variable dont Fextremite M pent prendre sur la cir- 
conference toutes les positions possibles , et abaissons MP 
perpendiculaire sur A A'. Conformement au priucipe du 
n^4, nous conviendrons de regarder la perpendiculaire 
MP comme positive ou negative, suivant que le point M 
sera sur la demi-circonference ABA' ou sur la demi-circon- 
£§rence A'B'A, et nous appellerons sinus de Fare x le 
nombre positif ou negatif qui mesure cette perpendiculaire. 
D'apres cela, le sinus des arcs qui ont leur extremite en M 
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est 4- MP; le sinus de ceux qui ont leur extr^mite en M" 
est — M"P'. On peut ainsi formuler la definition suivante : 

Le sinus d'un arc est le nonibre positif ou negiuif qui 
mesure la perpendiculaire abaissee de Vextremite de cet 
arc sur le diametre qui passe par Vorigine, 

Si y designe le sinus de Fare variable x, nous ecrirons 

y •=. sin Xy 

y est une fonction de x\^ c'est la premiere des fonctions 
circulaircs dont il a ete question au n^ 1 . 

10. Variation du sinus. — Nous allons examiner de 
cjuelle maniere varie cette fonction sin a:, quand on fait 
varier Fare x. 

Si X croit de o a -9 sin.r croit de o a i en passant ^vi- 

demment par toutes les valeurs interm^diaires \ x croissant 

de - a TT , sin x decroit de i a o en passant encore par toutes 

les valeurs intermediaires : on voit que de o a tt, sinx atteint 

sa valeur maxima pour a: = — Si a: croit de tt a — > sin j: 

est negatif , et continue de decroitre de o a — i •, enfin x 

croissant de — a 2 tt , sin x est toujours negatif et croit de 

— I a o. Si Fon fait croitre j; de 2 tt 4 4 ^ 9 ou de 4 ^ a 67r, 
ou, etc., sin a: reprend periodiquement les m^mes valeurs 
et dans le m^me ordre. Quand x decroit de o i — 00 , 
sin a: prend, au signe pres, les m^mes valeurs que quand x 
croit de o a + 00 ; en d'autres termes , on a , quel que soit x^ 

(i) sin( — a?) = — sinx, 

car les extremites de deux arcs a: et — x^ egaux et de signes 
contraires, sont a egale distance du diametre AA', Fune 
d'un cote , Fauirc de F autre. 
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En resume , on a 

sioo = o, sin- = +i, sinxr^o, sin — = — i, sin2 7r=o, 

sin ( — J?) = — sin x, 
sin(2A9r +x)=r sinx. * 

La demiere de ces relations , oii % designe un entier quel- 
conque positif , nul ou negatif , exprime une propriete re- 
marquable de la fonction sin a:. EUe consiste en ce que 
sin X ne change pas quand x augmente ou diminue de 2 tt ; 
on exprime cetle propriete en disant que sin a: est une 
fonction periodique de\r, dont la periode est^galea 2 7r. 

1 1 . Soit X un arc quelconque positif ou negatif . Les deux 
arcs a: et X + TT sont evidemment termines aux extr^mites 
d'un m&me diametre; par consequent leurs sinus sont ^gaux 
et de signes contraires : on a done , 

(2) sin(7rH-^)= — sin«. 

Ainsi la fonction sin x ne fait que changer de signe, quand 
on augmente la variable x de la demi-periode tt. La rela- 
tion precedente ayant lieu quel que soit x, on pent changer 
a: en — x, et il vient alors 

sin(7r — x) = — sin( — x)y 

ou, d'apres la formule (i), 

(3) sin (tr — ar) = sin x. 

Ainsi 9 deux arcs supplcmentaires ont des sinus egaux, 

Puisque le sinus d'un arc ne change pas quand on ajoute 
a cet arc un multiple 2^77 de 27:, on deduit, des for- 
mules (2) et (3), 

sin [(2 A- -h i) TT -4- ar] = — sin x, 
sin[(2 /• -m) TT -— J?] = sin Xy 

qui ont lieu quel que soit x. 
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12. De {fuelques arcs dont le sinus se calcide facile-' 
ment, — Consid^rons un arc moindre qu'une demi-cir- 
confi^rence, AM par exemple (fig- 3) ^ son sinus est positif 
et egal a MP. Or, si Ton prolonge MP jusqu'a sa rencontre 
en M'^avec la circonference, la corde MM'* sera double du 
sinus MP, et Tare sous-tendu par cette corde sera aussi 
double de Tare AM. On pent done dire que 

Le sinus d'un arc moindre quune demi'-circonjerence 
est egal h la moitie de la corde qui sous-tend I'arc 
double. 

En particulier, le c6te du polygone regulier de n c6t^s 
inscrit dans le cercle de rayon i est egal au double de 



. re 
sin-» 
n 



Le cote du carre inscrit dans le cercle de rayon i etant 
egal a ^2, on a , d'apres ce qui precMe , 

4 2 

le cote de Fhexagone regulier etant i , on a 

. TT I 

sm ^ = - ; 

pareillement , le cote du triangle equilateral inscrit etant 
V^3, on a aussi 

Sin 5^ = ^— • 
3 2 

On pent encore obtenir sin — ^ car le c6te z du deca- 

gone regulier inscrit dans le cercle du rayon 1 est, comme on 
salt, le plus grand segment de Tunite partagee en moyenne 
et extreme raison : on a 

3^=: I X(l — z) 

ou 

z — 1=0. 
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De cette equation on lire z = ; on a done 

. ir — 1 + V^ 
SID = J 

lO 4 

De la tangente. 

13. Soient toujours A I'origine des arcs [fig* 3), et AB le 
sens des arcs positifs. D^signons aussi, comme precedem- 
ment, par x Tare variable dont Fextreniite M se meut sur la 
circonference ; menons par le point A la tangente j^, et soil 
AT la portion de cette tangente comprise enlre Torigine de 
I'arc X, et le diam^tre OM qui passe par son extremite. 
Conformement au principe du n^ 2 , nous regarderons les 
longueurs AT comme positives ou negatives , suivant 
qu'elles seront pontes dans le sens Ay ou dans le sens op- 
pose Ay', et nous appellerons tangente de Fare ir, le nom- 
bre positif ou negatif qui mesure la longueur AT. D'apr^s 
cela , + AT est la tangente des arcs qui ont leur extr^ite 
en M ou en M", et — AT' est celle des arcs qui ont leur 
extremity en M'ouen M'^"^; nous pouvons ainsi enoncer la 
definition suivante : 

La tangente d'un arc est le nombre positif ou negatif 
qui mesure la portion de tangente menee par I'origine 
de I'arCy et temunee au diametre qui passe par Vex-- 
tremite. 

Si y designe la tangente de Tare x, nous ecrirons 

/ = tang X ; 

tang X est la deuxieme des fonctions circulaires mention- 
nees au n^ 1 . 

14. Variation de la tangente, — Nous allons examiner 
de quelle maniere varie la fonction tangx, quand x varie 

de — QO a -f- x . 
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Si X croit de o a -, tang x croit a partir de o, et peut de- 
vcnir plus grande que tout nombre donne \ si x croit de 

- a TT, tang .r est negative , et croit de — oo a o ; x croissant 

de 7ra — , tangx redevient positive, et croit de o a -l-oo \ 

enfin si x croit de — a a?:, tang a: est negative, et croit de 

— 00 a o. Si Ton fait croitre j: de 2 tt a 4^ ou de 4?^ a 67r , 
ou, etc., tangx reprend periodiquement les m^mes va- 
leurs ' et dans le m^me ordre. Si x varie de o a — 00 , 
tang X prend, au signe pr^s , les m^mes valeurs que quand 
X varie de o a + oo 5 en d'autres termes, on a , quel que 
soit X , 

(i) tang (-— ar) = — tango:, 

car les extremites de deux arcs a: et — a: , egaux et de signes 
contraires, sont a egale distance du diametre AA', et d'un 
m^me cote de BB' ; les tangentes des deux arcs sont done 
^gales et de signes contraires. 

En resum^, on a, en designant par e un arc positif va- 
riable qui decroit jusqu'a zero , 

tango = o, tanglimf-^^^ — sJ = -|-oo, tanglim f 1-«)=— 00, 

tang7r = o, tanglimf ej = -hoo, tanglimf h«]=— 00, 

tang2 7r = o, 
tang( — x)z=i — tangx, 
tang (2 X'TT -f- a?) = tangx. 

Dans la derniere de ces relations, k d^signe un enlier quel- 
conque. 

15. Soit X un arc quelconque positif ou negatii *, les deux 
arcs x et X + TT sont terminus aux extremites d'un m6me 
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diametre , par consequent leurs tangentes sont egales , et 
Ton a 

(2) tang (tt -+- j:) == tang x. 

On Yoit que la fonction tang x ne change pas , quand on 
augmente Tare de ir ; cette fonction est done periodique et 
a la periode tt. 

En changeant x en — x , dans la relation precedente , 

on a 

tang(9r — x) =. tang( — x)^ 

ou, d'apres la formule (1) , 

(3) tang (it — x)=: — tang x ; ' 

d'ou Ton conclut que deux arcs supplementaires ont leurs 
tangentes egales et de signes contraires, 

Comme la tangente d'un arc ne change pas quand on 
ajoute 71 a cet arc, on deduit, des formules precedentes, 

tang(A'7r 4- x) =:tang.r, 
tang( A-TT — x) := — tang x^ 

en designant par k un entier positif , nul ou negatif. 

16. De quelques arcs dont la tangente se calculefaci- 
lenient. — On voit aisement que le c6te du polygone regu- 
lier de n c6tes , circonscrit au cercle de rayon i , a pour 

valeur 2 tang— On pent, par la geometrie, trouver le c6t^ 

du carre, de I'hexagone et du triangle equilateral circon- 



TT TT 



scrits, et par consequent les valeurs de tang y^ tang^ et 



TT 

tang ^ 5 on trouve amsi : 



TT 



tang ^= I, 
tang ^ =: v/3, 
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De la secante. 



17. Soient toujours A rbrigine des arcs [fig' 3), et AB le 
sens des arcs positifs 5 designons aussi , comme prec^dem- 
ment , par x Tare variable donl A est rorigine, et menons, 
par son extremite M, la tangente MK, qui rencontre en K 
le diametre AA'. Conformement au principe du n^ 2, nous 
regarderons les longueurs OK comme positives ou nega- 
tives, suivant qu'elles seront dirigees dans le sens de OA 
ou dans le sens oppose , et nous, appellerons secante de 
Tare x^ le n ombre positif ou negatif qui mesure la lon- 
gueur OK. D'apres cela, sur Isijig. 3, les arcs qui ont 
leur extremite en M ou en M"' ont pour secante -f- OK, 
et ceux qui ont leur extremite en M' ou en M" ont pour 
secante — OK'. Ainsi , generalement , 

La secante d'un arc est le nombre positif ou negatif 
qui mesure la portion du diametre mene par I'origine , 
comprise entre le centre et la tangente a V extremite de 
Varc, 

Si y designe la secante de Tare x, nous ecrirons 

J = sec or ; 

sec X est la troisi^me des fonctions circulaires mentionnees 
au n^ 1 . 

18. Variation de la secante. — Nous allons examiner 
de quelle maniere varie la fonction sec x , quand x varie 

de — 00 a H- 00 . 

Si X croit de o a -1 sec x croit a parti r de i^ et peut sijir- 

passer tout nombre donne \ x croissant de - a 71 , sec x est 

negative et croit de — 00 a — 1\ x croissant de i: a — >, 
sec X est toujours negative ct decroit de — i a — 00 \ enfin 



LIVRE PREMIER. l3 

X croissant de — a tt , sec x est positive et decroit de -{- oo 

a -f- 1 . Si Ton fait croitre a: de 27r a 4^* ou de 4^ a 6?:, 
ou, etc., sec x reprend periodiquement les m^mes valeurs 
et dans le m&me ordre. Si x decroit de o a — oo , s^c x 
prend exactement les m^mes valeurs que quand x croit 
de o a -f- 00 ; en d'autres termes , on a , quel que soit x , 

(i) sec( — a:) = secj:, 

car deux arcs x et — x, egaux et de signes contraires, ont 
leurs extr^mit^s a egale distance du diametre AA', et situees 
d*un m^me c6te par rapport a BB' : les tangentes au cercle 
menees par ces extr^mit^s viennent se couper sur A A', et , 
par consequent 9 les deux arcs ont m^me secante. 

En resume , on a , en d^signant par e un arc positif va* 
riable qui decroit jusqu'a zero^ 

seco = -f-i, secliinl 8J=h-qo, seclim I --f-j ) = — oo , 

sec7r= — 1, seclimf gj=: — oo , seclimf — 4-i]=-+-oo, 

SeC27r = -f I, 

sec( — jr) = secx, 
sec ( 2 ^ TT -t- j: ) = sec X. 

La demiere de ces relations, ou k designe un entier quel- 
conque positif ou negatif, exprime que la fonction secx 
est periodique et a la periode 27r. 

19. Soit X un arc positif ou negatif , les deux arcs x et 
x + 71 sont termines aux extremites d'un m^me diametre, 
les tangentes au cercle menees par ces extremites sont deux 
parall^les egalement eloignees du centre, elles vont done 
rencontrer le diametre AA' en deux points situ^s de part 
et d' autre du centre, a des distances egales, et, par con- 
sequent , les s^cantes des deux arcs sont Egales et de signes 
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contraires. On a done 

{2) sec(7r-|- x) = — secxy 

ce qui montre que la fonction sec x ne fait que changer 
de signc , quand on augmente la variable x de la demi-p^- 
riode tt. 

Si , dans la relation ( 2 ) , on change x en — x^ il vient 

sec (tt — J7 ) = — sec ( — x), 

ou, d'apr^s la formule (i) , 

(3) sec(7r — x) = — sec^Ty 

d'ou Ton conclut que deux arcs supplementaires ont leurs 
secantes egales et de signes contraires, 

Comme la s^ante d'un arc ne change pas , quand on aug* 
mente ou qu^on diminue Fare d^uu multiple de 27r, on 
deduit, desformules (2) et (3), 

sec[(2A- + i)7r±x]r= — secjr, 

ou k designe un entier quelconque. 

Du cosinuSy de la cotangente et de la cosecante. 

20. On nomme cosinus, cotangente et cosecante d'un 
arc , le sinus , la tangente et la secante de Fare compl^men- 
taire. 

Soient toujours A I'origine des arcs (fig* 3) , AB le sens 
des arcs positifs , et j: un arc quelconque ayant M pour ex- 
tremite. Pour avoir le cosinus, la cotangente etla cosecante 
de Tare X, il faut prendre le sinus , la tangente etla secante 

de Tare x^ dont I'origine est en B (n° 7) , et rextremiie 

en M , le sens des arcs positifs compt^s a partir du point B 
etant celui de BA. Done, si, du point M , on abaisse une per- 
pendiculaire MQ sur BB' et une autre MP sur AA', k cause 
de OP= MQ, cos x sera egal a -f- OP ou k — OP, suivant 
quele point P sera sur OA ou sur son prolongement OA'. De 
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m&me si , par le point B , on mene la tangente zz\ et par le 
point O le rayon OM qui coupe zz' en S, cot x sera ^gale 
a + BS ou a — BS , suivant que le point S sera du m6me 
c6te que I'origine A par rapport a 6B', ou du c6te oppose. 
Enfin si H designe le point ou la tangente au cercle en M 
rencontre le diamitre BB', cosec x sera egale a -h OH ou 
a — OH , suivant que le point H sera situe sur OB ou 
surOB'. 

21. Variations du cosinuSy de la cotangente et de la 
cosecante. — On voit par la figure, ou I'on deduit imme- 
diatement des equations 

X = sm I xu 

(i) ( cot jr=r tang ( x\y 

cosec X = sec I « j ? 

que 

X croissant de o a - ? cos x decroit de i a o , cot x de 

-j- 00 a o , et cosec x de 4- oo a -h i : 
X croissant de - a tt, cos x et cot x sont negatifs, mais 

2 

cosec X reste positive ; cos x decroit de o a — i , cot a: de o 
a — oo , et cosec x croit de -h i a 4- oo : 

X croissant de tt a — ? cos x continue d'etre negatif, 



cos 



a 



mais cot j:<levient positive et cosec x negative •, cos x croit 
de — I a o , cot x decroit de -h oo a o , et cosec x croit de 
— 00 a — I ; 
X croissant de — a a 7i , cos x devient positif , cot x et 

2 

cosec X negatives ^ cos x croit de o a -h i , cot x decroit de 
o a — oo , et cosec xde — i a — oo : 

X croissant de 27t a 4^? ou de 4^ a 67r, ou, etc., cos x, 
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cot X et cos^c X reprennent periodiquement les memes va- 

leurs et dans le m^me ordre : et , enfin , que si x varie de o 

a — 00 , cos X prend les m^mes valeurs que quand x varie 

de o a + 00 , cot x et cosec x prennent aussi les m^mes 

valeurs , mais chang^es de signes \ en d'autres termes , on a ^ 

quel que soitx, 

cos( — :c) = cos^, 

cot ( — x)-=. — cot X , 

cosec ( — J?) = — cosec x. 

En resume , on a , en d^signant par e un arc pesitif va- 
riable qui decroit jusqu'a zero, 

TT Stt 

COSO:=I, COS~ = 0, C0S7r= — I, COS = O, COS27r=:0; 

2 2 

cotlimg=H-QO, cot- = o, cotlii]i(fr — «)= — oo , 
cotliin(7r4-t) = -Hoo , cot — =o, cotliin(27r — 1)=: — oo ; 

cosec lim « = -+- oo , cosec - = -4- 1 , cosec lim (tt — «) = -4- oo , 

cosec lim (tt -4- «)= — oo , cosec ^ — = — i , cosec liiji (27r — «) = — oo ; 

et 

cos ( 2 Att 4- ^) = COS ar, 

cot (2 Att -h J7)= cota:, 
cosec ( 2 A^ TT + J?) = cosec x. 

Ges demi^res Equations, ou ^ d^signe un entier quelconque, 
expriment que cos x , cot x et cosec x sont des fonctions 
p^riodiques ayant la periode 2 7r. 

22. On d^uit aussi des Equations (1) , et de cellcs trou- 
v^es aux n*^* 11 , 15 et 19 , que Ton a , quel que soit x^ 

cos (ir -f- :C ) = — COS ^, 
(2) J C0t(7r-l-jc)=rc0ta:, 

cosec (tt + ar) =: — cosec x \ 
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d'ou il suit que cos x et cosec x changent de signe quand x 
augmente de la demi-periode tt, tandis que cot x ne change 
pas. II en resulte que la fonction cot x slIsl periode tt. 

En changeant x en — x dans les formules precedentes , il 
vient 

ices ( TT — x) = — cos ( — x)=: — cos X , 
cot(7r — jr) = cot( — x)=: — color, 
cosec ( TT — J7 ) = — cosec ( — jc) = cosec x ; 

ce qui fait voir que deux arcs supplementaires ont /ears 
cosecantes egalesj lews cosinus egaux au signe pres, 
ainsi que leiirs cotangentes. 

On d^uit facilement, des formules precedentes, 

cot [k Klltlx) = it cot JC, 
cos [(2X-H-l)7r±J7]= — cos A', 

cosec [(2/-+-i)7rd=.r]=izp: cosec x, 

ou h designe un entier quelconque positif , nul ou ne- 
galif. 

Reduction des arcs au premier quadrant, 

23. Les six fonction s circul aires dont nous venons de 
commencer I'^tude sont souvent designees sous le nom de 
lignes tn'gonometriques, a cause de leur usage dans la tri- 
gonometrie proprement dite. 

II est tr&-important de remarquer que chacune des lignes 
trigonometriques d'un arc x prend toutes les valeurs qu'elle 
est susceptible d'acquerir dans la variation indefinie de x, 
lorsqu'on ne fait varier x que dans un intervalle de deux 



TT , TT 



quadrants. Ainsi , quand x varie de ^ "^ ^ ' '^ sinus , 

la tangente, la cotangente et la cosecante prennent toutes 
les valeurs dont ces lignes trigonometriques sont suscep- 
libles. Et si x varie de o a tt, le cosinus, la tangente, la 



3t 
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cotangente et la secante prennenl aussi toutes les valeurs 
dont elles sont susceplibles. Enfln , si I'on n'a egard qu'aux 
valeurs absolues , les six lignes trigonometriques prennenl 

toutes leurs valeurs quand Tare varie de o a - ? ou de - a tt ^ 

ou, etc. 

On a souvent besoin , etant donne un arc x , de trou- 

ver Tare compris entre o et -? qui, abstraction faite des 

signes , a les mfemes lignes trigonometriques que ;r. Cette 
operation se nomme reduction d^un arc au prenaer qua- 
drant. Pour effectuer cette reduction, on retranchera de 3c 
le plus grand multiple positif ou negatif de la circonfe- 
rence, qu'il peut contenir, de manifere que le reste positif 
ou negatif ih a soit en valeur absolue moindre que r, ; on 
aura 

et Tare a a , en faisant abstraction des signes , les memes 
lignes trigonometriques que a:. Si a est<l-9 le probleme 
est resolu, sinon on prendra son supplement tt — a, et ce 
supplement, moindre que -? a, au signe pres, les memes 
lignes trigonometriques que x. 



Expressions des arcs qui correspondent a une ligne 

tngonometrique donnee, 

24. II resulte des developpements qui precMent, qu'a 
cliaque valeur de Tare de — go a -h oo correspond une 
valeur unique bien determinee pour chacune de ses lignes 
trigonometriques, tandis qu'a une meme valeur donnee de 
Tunc des lignes trigonometriques correspondent une inli- 
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nit^ de valeurs de Fare ; nous allons resoudre la question 
suivante : 

Connaissant Vun des arcs qiu correspondent a une 
ligne trigonometrique donnee, determiner tous les autres, 

25. Expression des arcs qui ont un sinus donne A. 

A etant Forigiiie des arcs (fig* 3) , menons les diamitres 
AA' et B6' perpendicul aires entre eux. Supposons d'abord 
le nombre donne A positif ; prenons sur OB une longueur 
OQ = A , et menons par le point Q , MM' parallele a 
AA', les arcs ayant A pour sinus ont n^cessairement leur 
extremite en M ou en M'. D^signons par cc Fare AM qui 

est compris entre o et -? tous les arcs qui ont cette meme 

extremite sont compris dans la formule 2A*7r-ha, ou k 
est un nombre en tier (n^ 7j) . En outre , comme Tare AMM' 

compris entre - et tt est egal a tt — a , tous les arcs qui 

ont leur extremite en M' sont compris dans la formule 
afcTT-H (tt — a) ou (afc-hi) tt — a. H resultedela que 

Toutes les valeurs de x pour lesquelles on a sincr = A, 
sont comprises dans Vune ou l* autre des deuxformules ' 

oil k designe un nombre entier indetermine positif'j nul 
ou negatif, et a le plus petit arc positif qui a A pour 
sinus. 

On arrive a la m^me conclusion si A est negalif. Dans 
ce cas, en effet, on prendra sur OB' une longueur OQ'= — A, 
et on menera, par le point Q', M"M'" parallele 4 OA. En 

3 IV 
designant par a Tare AMM'M" compris entre tt et — ? on 



volt que Tare AMM'M"M'" compris entre — et 2 7r, est 



TT 
2 

2. 



20 TRAIT6 DE TRIGONOM^TRIE. 

egal a 3 TT — a ; done les arcs termines en M'' et en M"' sont 
respectivemenl compris dans les formules 

aX-tr-i-a, 2^7r-f-37r — a OU (2^-+-i)7r — ^^a, 

comma dans le cas de A positif. 

On tire de la une consequence importante. Si j: et a 
sont deux arcs ayant m^me sinus A , et que ces deux arcs 
soient compris dans la m^me formule , on a 

« = 2 X' TT -f- a , I a = (2 A-'H- 1 ) tt — a , 

et Ton voit que la diflKrence x — a est egale a un nombre 
en tier de circonferences. Si au contraire a: et a appar- 
tiennent a des formules differentes, on a 

;r=:2^7r + a, (a; = (2 A- -h i) tt — a, 

a = (2^'-4- l)7r — a, |a = 2^'7r-Ha, 

et alors la somme x-i- a est egale a un nombre impair de 
demi-circonferences. En rapprochant ce r^sultat de ceux 
obtenus aux n°* 10 et H , on pent enoncer la proposition 
suivante : 

Pour que deux arcs aient le menie sinus il faut et il 
suffix y ou que leur somme soil egale a un nombre impair 
de demi-circonferences .y ou que leur difference soil egale 
a un nombre pair de demi-circonferences. 

Remarque. — On pent encore enoncer ce resultat en 
disant que T^quation 



sin.r = sm«, 



a une infinite de racines donnees par les formules 
ou k designe un entier indetermine. 
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^. Expression des arcs qui ont un cosiniis donne A. 
Soient x ex a, deux arcs qui ont le cosinus donne; les 

complements a: et a ayant m^me sinus, leur somme 

est egale a un nombre impair, ou leur difTerence a un 
nombre pair de demi-circonferences; et, par consequent, 

X = 2^7r dba. 

27 . Expression des arcs qui ont une tangente donnee A , 

Ayant mene par le point A la tangente yj^', prenons sur 
ky une distance AT = A si A est positif , ou sur Ky' une 
distance AT' = — A si A est negatif, et menons le dia- 
metre OT ou OT'; les points M et M'' ou M' et M''', ou ce 
diametre coupe la circonf(6rence, sont les extremitesdes arcs 
qui ont A pour tangente. En designant par a le plus petit 
arc positif termine en M ou en M', celui qui est termini 
en M'' ou en M"' est ir -h a •, done 

Les arcs qui ont K pour tangente sont conipris dans les 

formxdes 

sX-ffH-a, (2X- -f- i) ft 4- a, 

dont V ensemble equiuaut a la formule unique 

kit + a, 

OIL k designey comme precedemment , un entier positif, nul 
ou negatify et a le plus petit des arcs positif s qui ont A 
pour tangente. 

Si a: et a desiguent deux arcs ayant mc^me tangente A, 
on a 

a: = /-7r-ha, « = ^'tt -f- « ; 

de la et de ce qui a ete dit au n" 15 resulte cette proposi- 
tion : 

Pour que deux arcs aient meme tangente, ilfaut et if 
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sujfit que la difference de ces arcs soil un multiple de la 
demi-circonferen ce . 

Remarque, — On peut dire aussi que T equation 

tang X r=z tang a , 

ou a designe un arc donne, a une infinite de racines, don- 
nees par la formule 

X = ki: -+- a , 

dans laquelle h est un nombre en tier indetermine. 

28. Expression des arcs qui ont une cotangenle don- 
nee A. 

Soient X el oL deux arcs qui ont la cotangente donnee; 

les complements x el a ayant m6me tangente , 

leur difTerence est egale a un nombre entier de demi-cir- 
conftrences ; ei , par consequent , 

29. Expression des arcs qui ont une secanto. donnee A. 

Prenons sur OA (fig- 3) une distance OK =: A si A est 
positif, ou sur OA' une distance 0K'= — A si A est ne- 
gatif , ct menons par le point K ou K' deux tangentes a la 
circonference^ les points de contact M et M'" ou M' et M" 
sont les extr^mites des arcs qui ont la s<§cante donnee A. 
En appelant a le plus petit arc positif termine en M ou en 
M', celui qui est termini en M''' ou en M" est 2 7r — a, 
d'ou Ton deduit immediatement que 

Les arcs qui ont A pour secante sont compiis dans 
I* une des formules 

2/*7r-|-a, 2 X-TT — a, 

cest-a-dire dans la formule 

2 An ziz a , 
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oil k designe toujours un entier indeterminc et a le plus 
petit arc posiUf ay ant A pour secante. 

On voil aussi que 

Pour que deux arcs aient ineme secante , il faut et il 
sujfit que leur sonune on leaf* difference soit un multiple 
de la circonference, 

30. Expression des arcs quiontune cosecante donnee A . 
Soient X et a deux arcs qui out la cosecante donnee ; les 

complements — x et a ayant meme secante, leur 

sonune ou leur diilerence est un multiple de la demi-cir- 
conf<^rence; par consequent 

Des fonctions cirvulaires immerses, 

31 . Si Ton pose 

X ==■ sin j; , ou / = tang jc , ou j = seer , ou, etc. , 

on a coutume d'ecrire aussi 
.r = arc sin/, ou x -=. arc tang j, ou jc =: arc sec j, ou, etc. 

c'est-a-dire , x = Tare dont le sinus est j^^ x = Tare dont 
la tangente est j^, etc. 

Et il est evident que Ton pent considerer x comme un^ 
fonction de sinx, ou de tango:, ou desecT, etc. Seu- 
lement cctte fonction n^est pas completement determinee; 
arc sinj^, par exemple, admct une infinite de valeurs 
pour une m^mc valeur dc r; naais rile devicnt deter- 

miiiee, si Ton sprciGe que Tare.* no varic qui' dc 

a H — • 

2 
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Les six fonctions arc siny, arc cos j , etc., soiitsouvcnt 
employees dans les parlies elevees des mathematiques. On 
leiir a donne le nom Ae fonctions circulaires inverses. 

Relations entre les lignes tngonometriifues d*un meme arc. 

32. 11 existe entre les six lignes trigonometriques d'un 
m^me arc , cinq relations distinctes que nous allons etablir. 

Soil A Torigine des arcs [fig^ 3), el d^signons par x un 
arc posilif ou negaiif dont rexlremile M est siluee dans le 
premier quadrant A6 : menons le rayon OM , el abaissons 
MP perpendiculaire sur OA el MQ sur OB •, enfin, menons 
par les points A, B el M les tangenles AT, BS el KH, on 
aura 

OM=r I, 

sin X = MP , tanjj x = AT , s^c x =: OK , 
coso: = OP , cot .r = BS , coscc x = OH . 

Cela pose , le triangle OMP donne 



MP -f OP = OM ; 
les triangles rectangles MOK et MOH dontient aussi 



OR.OP= OM , 



OH.OQ = OM ; 

enfin les mangles semblables TO A et MOP, BOS et MOQ 
donnent les proportions 



TA 
OA 


MP 
= 0P' 


SB 
OB 


MQ 
OQ 
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Ces cinq egalites peuvent s^ecrire de la mani^re suivante : 

(i) sin'o: + cos'x = I, 

(2) SeCJ7.COSJ7= I, 

(3) cosec X . sino: == i , 

(4) langx=: 



COSX 



,»,, cosx 

(5) COtX^-: . 

SID X 

Telles sont les relations que nous voulions obtenir ] on 
peut en deduire plusieurs autres qu'il importe de remar- 
quer. Ainsi, on tire des equations (4) et (5), par la di- 
vision, 

(6) cotx = : 

tang X 

les equations (2) et (3) donnent aussi 

(7) secx = 9 



(8) cosec X = 



cosx 



sinx 



ce qui montre que cotx, secx et cosec a: sont respective- 
ment les inverses de tango: , cos x et sin x. 
Des equations (4) et (5) on d^uit 



sin^ X I 



I -f-tang^j?=: 1 H -^ = — -^, 



cos' X cos' X 



cos'x I 

I 4" cot' X =: I -f- -r—- = . , > 

ou, a cause des relations (7) et (8), 

(g) sec' X = I ~h tang' x, 

(10) cosec'x = I -h coVx, 
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Ccs deux deriiieres peuvent se deduire immediatcment do 
la^g*. 3. Les triangles rectangles OTA et OSB donnent, 
en effet, 

relations qui ne sont autres que (9) et (10). 

33. Pouretablir les formules (1), (2), (3), (4) et (5), nOus 
avons suppose Fextrenute de I'arc xsituee dans le premier 
quadrant ; mais il est ais^ de voir que ces formules sont ge- 
nerales. En effet, quelle que soit la position de I'extremite 
M sur la circonference , il existe (n*'23) un arc tompris 

entre o et - , et qui , abstraction faite des signes , a les me- 

mes lignes trigonometriques que x \ d'ou il suit que si I'on 
n'a egard qu'aux valeurs absolues des lignes trigonome- 
triques, les relations (i), (2), (3), (4) et (5) auront tou- 
jours lieu. La relation (1), qui ne contient que les carres 
de sin x et de cos x , sera done vraie dans tous les cas , et 
ilsuffit de constater que , quel que soit x, les deux mem- 
bres de chacune des relations (2), (3), (4) et (5) ont le m^me 
signe. Or on a vu : 

i^. Que cos xet sec j: sont tous'deux positifs si Textre- 
mite de Fare x est situee dans le premier ou le quatriemc 
quadrant , et quails sont negatifs dans les deux autres cas \ 

2°. Que sin a: et cosec or sont positifs si Textremite de 
Tare X est situee dans le premier ou dans le deuxieme 
quadrant , et qu'ils sont negatifs dans les deux autres cas \ 

3*^. Que tangx et cotJC sont positives si Textremite de 
Tare X est dans le premier ou dans le troisiemc quadrant , 
auquel cas sin x et cos x sont de m^mc signe; tandis qu'elles 
sont negatives si Textremite de Fare x est dans le second 
ou dans le quatrieme quadrant , auquel cas sin x et cos x 
ont des signes rontraires. 
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On conclut de la, et de la regie donnee en alg^bre pour 
la multiplication des nombres positifs et negatifs , que les 
deux membres de cbacune des relations (2), (3), (4), (5) 
sont toujours des nombres de imeme signe. Par consequent 
ces formules sont vraies quel que soit x, 

34. Des relations (i), (2), (3), (4), (5), onpeut tirer las 
valeurs de cinq quelconques des six lignes trigonometriques 
enfoncUon de la sixi^me; on a, par exemple, 

. / r-T— sinj; 

cos 07=: zt VI — aiD'o:, tangx = 



zt sji — sin'ar 



±V^i — sin'o: 



col a: = — --— 5 *^c ^ — 



sinar ±\/> — sin*j: 

I 

cosecx = -: • 

sinx 

Remarquons toutefois que lorsqu'on connait une ligne 
trigonometrique d^un arc x , les autres lignes ne sont pas 
toutes determinees entiirement ; ainsi , quand on .donne 
sin X , cosec x est determinee , mais on ne connait que 
les valeurs absolues des quatre autres lignes. Cela resulte 
de ce que parmi les arcs dont le sinus est donne , il y en a 
dont les cosinus, tangente , cotangente et secante sont posi- 
tifs , et d'autres pour lesquelles les memes lignes sont ne- 
gatives. 

On a souvent besoin de connaitre sin x et cos x quand on 
donne tangx; supposons que la valeur donnee de tangjr 

ait la forme fractionnaire — ? on aura 

n 

ain X m 

sm- X -h cos' X = I , = — , 

cosx n 

d'oii Ton tire 

tn n 

sin X =r — — , ros.r = 



sjm^ + /i' sini'' -h 



«' 
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dans ces deux formules , le radical sjm} -|- n' doit elre pris 
avec le m£me signe , mais ce signe est ind^termine. 

35. On pent demontrer qu'il iie saurait exister entre les 
Hgnes trigonometriques de relations distinctes de celles que 
nous avons trouvees.Supposons, en eiTet, quHl en existe une, 
et rempla^ons-y cos x , tang x , cotx , sec x et cos^c x par 
leurs valeurs en fonction de sin j: , d^duites des relations 
(i), (2), (3), (4)9 (5), on aura une relation non identique a 
laquelle devra satisfaire sin x : or cela est impossible , 
puisque sin a: est un nombre arbitraire. 
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Formules relatii^es a P addition des arcs. 

36. Sinus et cosinus, — Nous allons montrer comment 
on peut obtenir le sinus et le cosinus de la somme ou de 
la difference de deux arcs , quand on connait les sinus et 
cosinus de ces arcs. 

Soient a etb deux arcs positifs dont le premier n'est pas 

moindre que le second, et dont la somme nesurpasse pas -• 

Soit A (Jig. 4 ) I'origine des arcs , prenons AM = a, et 
MN = ML = 6 5 on peut considerer Tare b comme ayant 
M pour origine et N pour extremite , et I'on a 

«-f-6 = AN, a — i = AL; 

joignons NL qui est perpendiculaire en Q sur le rayon OM, 
abaissons NR, QI, MP et LS perpendiculaires sur OA , 
menons enfin QH et LK paralleles a OA , on aura 

sina = MP , cos a = OP, 
sin^ = NQ , cos^ == OQ , 

et , en remarquant que les triangles NQH et LQK sont 
egaux comme ayant un cote egal, NQ = QL, adjacent a 
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deux angles egaux chacun a chacun , on aura aussi 

sin (fl -h ^) = NR =r QI -+- NB , 
co$(fl -h 6) = OR = 01— QH, 
sin (« — ^) = LS = QI— NH, 
co&(a '^b) = OS = Ol-i- QH. 

Cela pose , les triangles semblables MPO et QIO donnent 

les proportions 

QI _ 01 _ OQ 



d'ou Ton tire 



MP 0P~0M' 



.^ MP.OQ , 

QI = Q^ = sin« cos* , 

.. OP.OQ , 

OI = ^.^ = cosa cos*. 
OM 



Les triangles MPOetNQH sont aussi semblables, car 
ils ont les c6tes perpendiculaires chacun a chacun*, on a 
done les proportions 

NH _ QH _ NQ 



d'ou Ton lire 



OP MP OM' 



„„ OP.NQ . , 

NH = — TTT— = cos a sm o, 
OM 

^„ MP.NQ . ^ 

QH r= ^,, ^ = sm a sin o. 
OM 



Connaissant ainsi les valeurs de QI , OI , NH et QH , on a 

(i) sin (a -f- *j = sin a cos b -f- cos« sin *, 

(2) cos (fl -h *) = cos a cos b — sin a sin b, 

(3) sin (« — *)=: sin a cos b — cos a sin *, 

(4) cos (a — b) = cos a cos b -h sin a sin b. 

37. Ces formules (i), (2), (3), (4), n'ont ete d^mon trees 
que dans Thypo these on a et b sont deux arcs positifs dont 
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la somme n*est pas superieure a - ; on doit m^me supposer, 

dans les formules (3) el (4), que an'estpas inf(§rieur a i, 
restriction a laquelle ne sont pas soumises les formules (i) 
et (2) a cause de la symetrie. Nous allons prouver que ces 
quatre formules sont generales ^ la demonstration sera com- 
post de quatre parties. 

1°. Les formules {1) et (a) sont vraies pour toutes les 

valeurs de a et de b comprises entre o et — 

Cette proposition etant demontree dans le cas de 

a -h i <[ -? supposons a -h b^-j et soient a' et b' les 

complements de a et de i*, on aura a'-j- i'<[ -> par con- 

sequent , 

sin ( «' -4- 6') = sin a' cos b'-h cos a' sin b', 

cos ( «' -h b') = cos a' cos b' — sin a' sin b'. 

En rempla9ant a' et i' par leurs valeurs a et b ^ 

se rappelant , en outre , que deux arcs supplementaires ont 
des sinus egaux et des cosinus egaux et de signes con- 
traires , les formules precedentes deviennent 

sin (a -^ b) = sin a cos b -h cos a sin ^ , 
cos [a -h b)=z cos a cos b — sin « sin b ; 

ce sont precis^ment les formules (i) et (2). 

2^. Si les formulas (i) et (2) sont vraies pour deux arcs 
a etby elles seront vraies encore, si Von ajoute a Vun 

des arcs ou a tous deux le quadrant - ou un multiple 

queleonque rfe -• 

On a , par hypothise , 

sin (<i -f* ^ ) = sin a cos b -+- cos/? sin b, 
cos [a -^ b) ^= cos« cos b — sin a sin b. 
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Soil fl' = a -f- -? et rempla^ons a par a' > il vient 



sin 



cos 



cos 



in I fl'H- 6 j = sin ( a' j cos b + cos | a'^ — j sin b^ 

{ a'+ ^ ^- - J = cos f a' j cos 6 — sin ( a' j sin 6 ; 

or, on a, quel que soil a:, 

sin ( J? I =: — sm I x\ =r — cos Xy 

( ^\ (^ \ ■ 

\x j = COS I ^ x\ = sm x; 

done les formules precedentes deviennent 

cos («'-♦- b)=z cos a' cos b — sin a' sin by 
sin (fl'-f- ^ ) = sin a' cos b 4- cos a' sin b , 

et Ton voit que ce sont precisement les formules (i) et (a) 

ou Ton a mis a' ou a H — a la place de a. 

Si done les formules (i) et (2) sont vraies pour deux arcs 
a elb^ elles le seront encore quand on aura ajoute a Tun 

de ces arcs - ? et , par suite , un multiple quelconque de - ; 

il est evident qu'il en sera de meme si Ton ajoute aussi 

au deuxi^me arc un multiple quelconque de - • 

On pent conclure de la que les formules (i) et (2) sont 
vraies pour toutes les valeurs positives de a et de i. 

Supposons, en eflet, que les arcs aeib contiennent res- 
pectivement le premier m, le deuxieme n quadrants, et 
posons 



a =1 m — \- a y b-=: n — h ^ , 
2 2 



a' et b' etant cliacuii moiiidres qu'un quadrant, les for- 
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mules (i) et (a) seront vraies quand on aura remplace aeib 
par a' et i' respectivement ; done, d'apris ce qui pr^cide, 

elles le sont pour les valeurs m--f-rt', n — h-J' de a 

et de b, 

3®, Les formules (i) et ( 2) sont vraies pour des valeurs 
qitelconques de a et deb, Vune positive , V autre negativ^e. 

Supposant a positif et b negatif , designons par k un 
nombre entier positif tel, que 2 Att soit plus grand que la 
yaleur absolue de i; ikit -^b etant positif, on aura 

SID (a -+- T^kiz 4- b) = sina cos(2^7r -H ^)-f-cosflsin(2^7r-|- b)y 
cos(a H- 2 /-TT 4- 6) =: cosa cos(2 Att -f- ^) — sinn sin(2 A-tt-H ^). 

Mais on a, quel que soit x (n*** 10 et 21 ), 

sin (2 /-TT H- a:) = sin j?, cos (2 A- tt -h ^) = cos x ; 

done il vient 

sin [a-{- b)=. sin a cos b 4- cos a sin ^ , 
cos [a -\- b)z=: co%a cos b — sin a sin b, 

Ce sont les formules (i) et (2). 

4®. Les formules (i) et (2) sont vraies pour des va- 
leurs negati%fes quelconques de a et de b, 

Soient 

fl = — «', b = --b'; 

a* et V etant positifs , on aura 

sin (fl'-f- ^' ) = sin a' cos A' 4- cos a! sin ^', 
cos {a'4- ^' ) = cosfl' cos b' — sin a' sin b\ 

En mettant — a et — i au lieu de a' et J', et se rappe- 

lant que 

sin( — ar) = — sinar, cos( — x) = cosar, 
il vient 

sin (a 4- ft) z= sin a cos ft 4- cos/i sin ft, 

cos (a 4- ft) = cos a cos ft — sin a sin ft. 

3 
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La general! te des formules (i) et (a) est done completement 
etablie. 

Les formules (3) et (4) se deduisent des formules (i) et 
(2) en changeaut b en — i; done elles sont vraies pour 
toutes les valeurs de a et de i. 

38. Remarque, — Non-seulement les formules (3) et (4) 
sont comprises dans les formules (i) et (2); mais encore, 
chacune des formules (i) et (2) est comprise dans Pautre. 
Prenons, en effet , la formule (i), 

sin (fl 4- 6) = sin a cos b -f- cos ^i sin ^ , 
qui est vraie pour deux arcs quelconques, et mettons-y 
a au lieu de a , — 6 au lieu de 6 5 il vient 



It 
1 

cos (<i -\' b)=z cos a cos b — sin a sin b. 



C'est precisement la formule (2). Reciproquement , onpeut 
deduire la formule (i) de la formule (2). Ainsi, les quatre 
formules (i) , {2) , (3) (4) se reduisent au fond a une seule , 
mais il est souyent avantageux de les considerer toutes les 
quatre. 

39. On pent facilement trouver les sinus et cosinus d'une 
sompie d'un nombre quelconque d'arcs, quand on con- 
nait les sinus et cosinus de chacun d'eux. Soient, par 
exemple, a^ b^ c trois arcs quelconques; on a 

sin [a-^ b -frc)=z sin [a 4- b) cos c -+- cos [a ■+• b) sin c, 
cos [a -Jr b '{' c) =1 cos(a -h b) cos c — sin (a -j- b) sin c. 

En remplacant sin (a -f- t) et cos (« -f- i) par leurs valeurs , 
il vient 

sin (fl -h ^ -4- c) = sin a cos b cos c -f- sin ^ cos a cos c 

-h sin c cos a cos b — sin « sin b sin c, 

cos (« + ^ 4- c) = cos a cos b cos c — ^ cos a sin b sin c 

— cos b sin a sin c — cos c sin a%\x\b. 
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Connaissant ainsi les formules qui donnent les sinus et 
cosinus d'une somme de trois arcs , on pourra obtenir celles 
qui donnent les sinus et cosinus d'une somme de quatre, 
puis de cinq» et ainsi de suite. 

40. Tangentes et cotangentes , — Proposons-nous main- 
tenant de trouver la tangente ou la cotangente de la somme 
de deux arcs , connaissant les tangentes ou les cotangentes 
de ces arcs. 

Soient aet b deux arcs quelconques positifs ou negatifs ; 
on a 

, , , sin (rt H- b) sin a cos b -h cos a sin ^ 

tang (a-h b)=2 ) — -—( = ^ ; r— , » 

cos {a +6) cos a cos a — sin a sm b 

et, en divisant les deux termes de cette valeur de tang (a -r- b) 
par cos a cos b , il vient 

/irx / L\ tang fl -I- tang ^ 

(5) tang fl -f- ft) = 5 & . 

^ ^ bv y I— tangfltangft 

Si I'on change b en — b dans cette formule , on a 

(6) tang(«-6)= »^°S«-«aDgf> 

1 4- tang a tang b 

Pour avoir cot [a-\- b) exprimee en fonction de cot a et 
coti, on ecrira 

, , . cos (a 4- b) cos a cos b — sin a sin b 

cot(a H- ft) = -r-j — —~ = -. 7 :—iJ 

sm (a 4- ft) sm a cos ft ■+- cos a sm ft 

et, en divisant haut et has par sin a sini, il vient 

cot a cot ft — I 



cot (tf H- ft) = 



cot a -h cot ft 



41. Remarque. — II est tr^s-important de remarquer 
que tang [a-\-b) pent s'exprimer rationnellement en fonc- 
tion de tang a et de tang b , tandis qu'il est impossible d'ex- 
primer rationnellement sin (a -+- i) en fonction de sin a ei 

3. 



^ I 
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(le sin 6, ou cos (a -h A) en fonction de cos a et cos ft. Si , 
en efTet, dans I'expression de sin (a + &), on remplace 

cos a et cos 6 par leurs valeurs ^i — sin*a, V' — sin' J, 
cette expression contiendra des radicaux \ la m^me chose a 
lien quand on remplace dans I'expression de cos (a + i) , 

sin a et sin h par yi— cos*a , \/ 1 — cos' h , excepte dans le 
cas particulier ou b=^a, 

42. On pent exprimer la tapgente d^une somme d'un 

nombre quelconque d'arcs , en fonction rationnelle des tan- 

gentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, i, c trois arcs 

quelconques ', on aura 

. , , tanj? (fl -h ^) 4- tang c 

tang{<7 ->rh-^c)=z 11^ — ^ ■■ ■ ^ , 

° ^ ' I — tang [a 4- b) tang c 

1 / 7 \ 1 ^^^ o, -f- tane h 

et , en remplacant tang \a -+- 6) par sa valeur — 2__ , 

' ^ * ®^ '^ I— tangatang^ 

il vient 

. , V tang a 4- tang h -f- tang c — tang a tang h tangr 

I — tangatang^ — tang a tang r — tang 6 tang c 

En general, si Ton a m arcs a^ b ^c^, . .^ l^ et que Ton 
designe par Si la somme de leurs tangentes , par St la somme 
des produits deux a deux de ces tangentes , par Ss la somme 
de leurs produits trois a trois, etc., et enfin par S,„ le pro- 
duit de toutes les tangentes, on aura 

a-^ b-hc-^.. .-h l)= 5- 



i94 "~~ . . > 

ISous nous bornous a mentionner cette formule remar- 
quable, le lecteur en trouvera aisement la demonstration. 

43. Nous n'avons rien a dire au sujet des secanies et 
cosecantes dont I'usage est peu frequent. On trouverait faci- 
lement les valeurs de sec (a -|- A) et de cosec (r* -f- i) , 
puisque ce sont les inverses de sin (a -h A) et cos (n -h A). 
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Fonnules importantes deduites de celles relatives a 

I' addition des arcs, 

44. Des formules 

sin [a -{- b) =. sin a cos b -f- cos a sin b^ 
cos (a -h ^) = cos a cos b — sin « sin ^, 
sin [a — b) •=. sin a cos b — cos a sin by 
cos (a — ^ ) = cos « cos 6 + sin a sin b^ 

on deduit, par addition et soustraction^ 



(0 



sin (a 4- 6) -h sin (rt — ^) =r 2 sin a cos ^, 
sin (« -f- ^) — sin (a — ^) = a cosa sin b^ 
cos (« -f- ^) -f- cos (fl — ^) = 2 cos II cos by 
cos{a — b) — cos (« 4- ^) = 2 sin a sin b. 

Soient maintenant 

a-f-^=/>, a — b =z q; 
on aura 

et les formules precedentes deviennent 

sin /? -I- sin <7 = 2 sin Y (p +■ 7) cos t (i" — ^)> 

(2) |sin/? — sin q = 2siu\ (p — q) cos\{p -{. ^), 

cosp + cos«7 = 2cos7(/? +^)c«s j(/» — q), 

cosq — cos/? = 2sin|(/7-h q)sin-^(p — ^r). 

Ces formules (2), d'un usage frequent, servent a expriiner 
la somme ou la difference de deux sinus ou de deux cosi- 
nus par un produit de sinus et cosiniis. 

On pent de meme exprimer par un produit la somme 
ou la difference d'un sinus et d'un cosinus, car on a 

cos p ± sin q = sin I p\ ± sin 7, 
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et, en faisant usage des formules (2), 

. /tt P — q\ /'f P -^ 9\ 
cos/? 4- sm g = 2 sm ( -7 — ] cos I -7 — h 

(3)/ ^^ 2 ; \4 2 ; 

COSp — Sm or = 2 sin -r — 2. ) COS -7 — 

\4 2 / \4 2 

En divisant deux a deux les formules (2), on obtient le& 
suivantes^ qu'il est important de se rappeler ; 

sin/?H-siny _ sin |(/p + y) cos | ( /? —g) _ tang {{p-^ q) 
in/? — sin^ "" sin i.(/? — q)cos\{p H- ^) *~ tang| (;? — ?)' 



sin 
sin 



C 1 ::::: 1^ 12 ==:: tang 7(0 + q)y 

COS/?-+-COS^ CQS{(p-^-q) *^'^^ ^' 

sin/? -I- sin y __ cos4-(/? — y) _ ^^, . , ^x 

= "■: n \ = cot -rip — q), 

.cosy — cos;? sinK/? — y) 

\ sin/? - siny ^ sin |(/?- y) ^ , 

cos/? -h cos y cos Y ( /? — q) o » V " "/' 

sin/? — sin q cos^ (/> H- 9) , , v 

— ^ ^ = . . / . = cot i /? -f- y , 

cosy — cos/? sin|(/?4-y) * ^^ ^' 

cos/? -f- cosy cos7(/?-+-y)cos|(/? — y) ., , ,, , 

— -= . \y . ^ . ?, — ^x = cot| /?-f-y)coti.(/? — y. 

I cosy —-cos/? sin|(/?H-y)sin|(/? — y) ^'^ ' '^'^ 

45. On pent aussi transformer la somme ou la difference 
de deux tangentes en un produit de lignes trigonometriques. 
On a , en effet , 

, , sin a , sin b sin a cos b ± cos a sin 6 

tang a ± tane b = ± , = ; » 

cos a cos b cos a cos b 

ou 

/tr\ ^1 , sin(fl±^) 

(5) tang a ± tane b = — i / : 

^ cos a cos o 

on aurait de mSme 

, , sin (b db a) 

cot a ±: cot 6 = ^ -; , 

cos a cos 6 

_, , cos(a±^) 

cola± tang b = -: — ^ p.^ 

sin a cos b 
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Voici encore une formule qu'il est bon de remarquer. Mul- 
tiplions entre elles les deux ^galites 

sin (a -h b) =z sin a cos b 4- cos a sin 6, 

sin {a — 6) = sin a cos b — cosa sin 6; 
il vient 

sin (a -h b) sin {a — b)z=z sin' a cos' b — cos' a sin' A, 

= (i — sin' b) sin' a — (i — sin' a) sin' b^ 

= (i — cos' a) cos' b — { I — cos' 6) cos' «, 
ou 

(6) sin (a -f- b) sin (a — b)=z sin' a — sin' b, 

= cos' b — cos' a, 

Applications desformides precedentes . 

46. Nous allons faire I'application des formules prece- 
dentes a la solution de quelques problemes. 

Probleme I. — Troui^er le c6te du poly gone regulier de 
quinze cotes ^ inscrit dans le cercle dont le rayon est 
V unite. 

Appelons x le c6te cherch^ ; on a (n** 12) 

TT 

3. r= 2Sin— r- 

i5 

Or, —^ = a 9 done 

' i5 6 lo' 

7; I = 2 sm TT cos 2 sm — cos ^• 

6 10/ 6 10 10 o 

On a irouve (nM2) 

sin 7^ = -, sm — = 7 ? 

6 r lo 4 

et Ton en deduit 

TT v/3 ^ i/io4-2V^ 

cos TT = — , cos — = — 7 : 

62 10 4 
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on a done 

^ = |0o+2v/5-^v'3(-i-hv/5). 

47. Probleme II. — Demontrer que si a^ &. c sont trois 
arcs dont la somme est egale ^ tt, on a 

cos' a -f- cos' b -h cos' c -h 2 cos a cos 6 cos c = i . 

De la relation 

a -+- ^ =r TT — c 
on tire 

cos (a -\- b)z= — cos d , 
ou 

cos a cos ^ + cos c = sin a sin b ; 

^levant au carre , il vienl 

cos'« cos' ^ -h 2 cos a cos b cos c -|- cos'r := sin' a sin' b 

= (1— cos'<ar)(i — cos' A), 

ou, enfaisant les reductions, 

cos'fl + cos' b -f- cos'c + 2 cos a cos b cos c = 1 , 

ce qu'il fallait demontrer. 

Remarque. — On pourrait, pour verifier la relation 
indiqu^e , y remplacer c par sa valeur tt — a — i , et de- 
montrer ensuite qu'elle devient par la identique. En ge- 
neral , pour veri6er une relation V = o entre les lignes 
trigonometriques de m arcs lies entre eux par m — n Equa- 
tions , oii tirera de ces equations les valeurs de m — n 
arcs en fonction des n autres , et on les substituera dans 
I'equation V = o qui deviendra alors identique. On rendra 
I'identitE manifeste en exprimant toutes les ligncs trigono-^ 
m^triques de chaque arc en fonction de Tune quelconque 
d'entre elles. 

48. Probleme III. — Troui^er la relation qui existe entre 
trois arcs dont les cosinus sont lies par la relation 

cos'fl H- cos' b 4- cos'r -h 2 cos a cos b cos r = i . 
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Cette relation peut s'A^rire ainsi : 

(cos a -4- cos b cos cf — cos* b cos*c -f- cos'6 + cos*c = i , 
ou 

(cos a -f- cos b cos c)' = i — cos* b — cos'c -f- cos' b cos' c 

=3 (i — cos'^) (i — cos'c) =: sin'^ sin'r, 
ou 

(cos a 4- cos b cos c)' — sin' b sin'c = o. 

Le premier membre est la diiSSrence de deux carres ^ on peut 
done le decomposer en facteurs , et I'on a ainsi : 

(cosa -hcos 6cosr — sin b sine) (cos a H- cos 6 cose + sin b sine) =: o, 

ou 

[cosa H- cos(^ -^ e)] [cosfl -h cos(ft — c)] = o. 

Enfin , en faisant usage des formules du n^ 44, il vient 

4fl-hA-f-e — a-^b-\'C a — b-{-c a-^b — c 
cos cos cos cos = o. 

2 2 2 2 

Cette equation n'est autre que la proposee mise sous une 
autre forme. Pour qu'elle ait lieu, il faut et il suffit que le 
cosinus de I'un des arcs 

a-hb-hc — a-^-b-^c a — 6 -h c a-f-6 — r 

9 y •) 

2 2 2 2 

soit nul, et, par suite, que Tun de ces arcs soit egal a 

(2 At + i) -9 en designant par k un nombre entier positif, 

nul ou uegatif . 

En resum^ , les arcs a^b ^ c satisfont a Tune des quatre 

relations 

a-h b+c = {lk-^i)ny 

— «+ A-f-c=(2^4-i)7r, 
a — ^-Hc = (2 ^-1-1)71, 
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49. Probleme IV. — Transfer la somme des cosinus de 

u arcs 

a, a-^hy a-|-2A,..., a'-+-(/i — i)A, 

en progression arithmetique. 

Soil « un nombre entier quelconque^ on a (n*^ 44) 

• ^ / . •I.N • / . ^'■*-'jl\ • / . ^'""' i.\ 

2 Sin — cos(a -h ih) = sin I « H h \ — sin I a -) h j • 

En donnant a i les valeurs o , i , 2 , 3, . . . , ai — i ^ il 
vient 

2 sm -cos a==:sin l«-l--) — sin (a i? 

in - cos(a -h A) = sin I fl H j — sin I a 4- - j 5 



2 sin 



2 sm-cos 
2 



(fl -1- 2 A) = sin ( a H I — sin I fl H j ? 



2 sin 



in - cos[€i H- (/I — i) A] = sm I a H h ] — sin I a H h | • 

Ajoutant ces egalites membre a membre et faisant les r^ 
ductions , il vient 

2 sin -jcosa H- cos(fl + A)-|-cos(a-|-2A)4-...-h cos[/H-(/i — i)h]\ 

d'ou 

cos a -h cos (a -h A) -h ... -I- cos [a -h (« — i) A] 

sin ( fl H /* j — sin I « — - j 

^^^^ I -I I ^ • 

. h 

2 sin- 

2 

enfin , en transformant le numerateur du second membre 
en produit de sinus et cosinus, par les formules du n" 44 ^ 



r 
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on a 

COSH -+- COS (a + A) -f- cos (a -f- 2 A) -h . . . H- cos[a -h (/i — t) h] 

. nh { n — I \ 
sin — cos I a H // 1 

— a \ t } 

~h • 

sm- 
2 



C'est la formule qui resoul le problime. 

Corollaire, — Si danscette formule on change a en - — a, 



Tf 
2 

el hen — A , il vient 



sin fl 4- sin (a ■+- A) -f- sin (a H- 2 A) -f- . . . H- sin [a -f- (/i — i ) h\ 



. nh . ( n — i\ 
sin — sin I a H /* 1 



. h 

SID- 
2 

cetie derniire formule fail connaitre la somme des sinus de 
n arcs en progression arithmetique. 

Formides relatives h la multiplication des arcs. 

50. Sinus et cosinus, — Si , dans les formules 

J sin (a -h A) = sin a cos b -+- cos a sin by 
^ ' I cos(a -f- ^) = cose cos b — sin a sin by 

on fait & = a , il vient 

. I sio 2 a = 2 sin a cos a , 

^ ' ( COS2 a = cos* a — sin' a, 

Ces formules (2) font connaitre les valeurs de sin 2 a et de 
cos 2 a en fonction de sin a et de cos a. Si on veutles ex- 
primer en fonction de sin a on de cos a seulement , on devra 

remplacer cos a par ^i — sin' a , ou sin a par v^i — cos* a ^ 



1 
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on obtient ainsi : 



sin 2 a = + 2 sin a ^ i — sin' a 

/o\ I =:±2COS« ^1 — COS'fl' 

COS 2 a = I — 2 sin^ a 
= 2 cos* fl — I . 

II importe de remarquer que cos 2a s'exprime ratiounel- 
lement en fonction de cos a ou de sin a , tandis qu'il est im- 
possible d'exprimer sin 2a en fonction rationnelle soit de 
sin a, soit de cos a. II resulte de la que, si Ton connait la 
valeur de sin a ou de cos a, cos 2 a est entierement deter* 
mine, tandis que sin 2a ne Test qu'en valeur absolue. 
Nous allons donner la raison de ce fait. 

51 . Supposons d^abord que la valeur de sin a soit con- 

nue , et posons 

sin a = A; 

IWcaestindetermine, et ses valeurs, en nombre infini , 
sont donnees (n^ 25) par les formules 

«=2X-7r-|-a, «=:(2/-+i)7r — a, 

OU adesigne un arc determine ayant A pour sinus. D'apres 
cela , les valeurs de sin 2 a et de cos 2 d sont donnees par 
les formules 

sin 2 fl = sin (4 ^'ff -h 2 a) = sin 2 a , 

sin 2a = sin (^kn -+- 2 7r — 2a) =r — sin 2 a; 

cos 2fl = cos(4A'^ + 2 a) = cos 2 a , 

cos 2« = cos(4^ff -f- 2 7r — 2a) = cos 2 a. 

On voit par la que sin 2 a est susceptible de la double va- 
leur liz sin2a, tandis que cos 2a n'a que la seule valeur 
cos 2 a. 

La meme chose a lieu , si c'est la valeur dc cos a qui est 

connuc. Soit 

<'os a = \ , 
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ct OL un arc determine ayant A pour cosinus ; les valeurs de 
a sont donn^es par la formule 

par suite, celles de sin a a et de cos aa le sont par les sui- 

vantes : 

sin 2 a = sin (4 ^ 77 + 2 a) = ± sin 2 a , 

cos 2 a =r cos(4^^db 2 a) ::=:COS2a; 

sin 2 a a done deux valeurs egales et de signes contraires ,, 
tandis que cos 2 a n'en a qu'une seule. 

52. Si , dans les formules (1), on fait & = 2 a , il vient 

sin 3a = sin a cos 2a + cos a sin 2a, 
cos 3a = cosa cos 2a — sin a sin 2 a ; 

en rempla^ant sin 2 a et cos 2 a par leurs valeurs tirees des 
equations (2) , on a les suivantes : 

, ( sin 3 a = 3 sin a cos' a — sin^ a , 

^ ' \ cos 3a = cos^ a — 3 sin' a cos a , 

qui font connaitre sin 3 a et cos 3 a en fonction de sin a 

et cos a. En renipla9ant, dans la premiere, cos* a par 

I — sin' a , et dans la seconde sin' a par i — cos* « , il 

vient 

( sin 3a = 3 sin a — 4 ^^^^ ^ > 
^ ) cos 3a = 4 cos* a — 3cos a. 

On voit que sin 3fl et cos 3 a sont exprimables rationnel- 
lement, le premier en fonction de sin a, le second en 
fonction de cos a, tandis qu'il est impossible d'exprimer 
sin 3 a en fonction rationnelle de cos a, ou cos 3 a en fonc- 
tion rationnelle de sin a. 11 r^sulte de la que, quand on 
donne sin a , sin 3 a est entierement determine , tandis que 
cos 3 a ne Test qu'en valeur absolue; et , au contraire, si 
Ton donne cos a , cos 3 a est determine , mais sin 3 a ne Test 
pas. On pent montrer, a priori, qu'il doit en ^tre ainsi , 
par des considerations analogues a celles du n^ 51 . 
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53. Supposons d'abord qu'on doune sin a = A , les va- 
leurs de a sont 

ou a designe un arc determine ayant A pour sinus. Les va- 
leurs de sin Za et de cos 3 a sont 

sin 3^/ = sin (GAtt H- 3a) = sin 3a, 
sin 3 a = sin (6 ^ TT H- Stt — 3 a) =: sin 3 a ; 
et 

cos 3fl = cos (6 ^ tr + 3a) = cos 3 a , 

cos 3a = cos (6^7r+37r — 3a) = — cos 3 a ; 

d'ou il suit que sin 3 a a la valeur unique sin 3a, tandis 
que cos 3a a la double valeur ± cos 3a. 

Le contraire a lieu , si Ton donne cos a = A j les valeurs 
de a sont 

a = 2/-7r± a, 

ou a designe ud arc determine ayant A pour cosinus ^ les 
valeurs de sin 3 a et de cos 3 a sont 

sin 3 a = sin ( 6 A-tt ih 3 a) = zh sin 3 a , 
cos 3 a = cos ( 6 A^ TT ± 3 a) =z cos 3 a ; 

ainsi , sin 3a a la double valeur db sin 3a, et cos 3 a la va- 
leur unique cos 3 a . 

54. Si Ton connait les valeurs de sin [m — i) a et de 
cos (m — I ) a en fonction de sin a et de cos a , on aura celles 
de sin ma et de cos wa, en posant b = (m — i)a dans les 
equations (i), qui deviennent alors 

sin ma = sin a cos ( m — i)a -f- cos a sin (m — i)a , 
cos nia = cos a cos {m — i ) a — sin asin{m — i) « , 

et en substituant a sin (m — i)a et cos(m — i) a leurs 
valeurs connues. 

On comprend comment on pourra calculer de proche en 
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proche, par cette methode, les valeurs de sin ^a el cos ^a, 
sin 5a et cos 5a , etc., en fonction de sin a et cos a. Mais 
nous ne pousserons pas plus loin les calculs *, nous donne- 
rons d'ailleurs , dans la suite , une methode generale pour 
former directement les valeurs de sin ma et de cos ma , 
quel que soit I'entier m. 

85. Tangentes et cotangentes, — Si, dans la formule 

(6) tang (.4-^)= ^^°g^-^-^°g\, 

on fait & = a , il vient 

/ ^ 2 tans a 
in) tang 2a = 1 

formule qui fait connaitre tang 2 a en fonction rationnelle 
de tang a. 

Si , dans la formule (6) , on fait i = a a, il vient 

. tang a + tang 2 a 
taDg3fl=: — > 

° I — tangatang2a 

et , en rempla^ant tang 2 a par sa valeur , 

3 tang a — tang^a 

tang3fl = ^-5 -^ — 

^ 1 — 3tang^a 

Generalement, si tang(m — i) a est connue, on aura 
tang mxi par la formule 

tang a -f- tang im — i]a 

tang ma = ^-^ -r- • 

^ I — tang a tang [m — i ) « 

On pourra done calculer successivement les valeurs de 
tang 4a , tang 5 a , etc. , qui seront toutes exprimees en fonc- 
tion rationnelle de tang a. Nous donnerons dans la suite 
I'expression generale de tang ma en fonction de tang a. 

56. On peut demontrer, a priori , que si la valeur A de 
tang a est connue , celle de tang ma est determinee. En 
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effet , si OL designe un arc determine ayant A pour tangente, 
les valeurs de a sont donnees par la formule (n^ 27) 

et celles de tang ma le sont par la suivante : 

tang ma = tang {jnkv + /?? a) := tang m a ; 
tang ma n'a done que la seule valeur tang mor. 

57. Si, dans la formule 

, , , cot a cot b — I 

cot (a -h 6) = r-9 

' cot rt -h cot 6 
on fait & =r a , il vient 

coVa — I 



cot 2a = 



2 cot a 



Cette formule pent d'ailleurs se d^duire de celle qui ex- 
prime tang a a en fonction de tang a : en general, si Ton a 
Texpression de tang ma en fonction de tang a , en rem- 

pla9ant tang nui par ettangapar ^ on aura Tex- 

pression de cot ma en fonction de cot a. 

De la division des arcs, 

58. Sinus et cosinus, — Si , dans les formules 

sin 20 = 2 sin a cos a , 
cos 2 0= cos*« — sin- a , 

on met | a au lieu de a, il vient 

J sin « =: 2 sin I fl cos Y «, 
^ ' ( cos a = cos' \a — sin' ja» 

Ces formules permettent de calculer sin -j a et cos ^ a , 
quand on connait soit cos a, soit sin a : nous allons exa- 
miner ces deux cas. 
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89. Etant donne cosa^ trouper sm\a et co$\a, — 
Des deux formules 

cos^Y « — sin' 7 « = cos a , 
cos' y « H- sin' -i- a =r I , 



on tire 



, , I -f-cosa . , , I — cosrt 
cos' 7 « = • 9 sm^ I <i = 9 



d'ou 



/•\ . I / 1 -f- cos a . , , /i 



— cos a 



On voit que les valeurs absolues de cos 7 a et sin 7 a sent 
determinees , mais que leurs signes ne le sont pas. On pent 
expliquer ce resultat par des considerations d^ja employees. 
Soient A la valeur donnee de cos a , et a un arc determine 
ayant A pour cosinus \ les valeurs de a pour lesquelles on 
a cos a == A sont donnees par la formule 

par suite , les valeurs de cos 7 a et de sin f a le sont par les 
suivantes : 

cos 7 fl = cos ( X- TT db 7 a) , 
sin 7 a = sin (X: tt ± 7 a ). 

Or, si Ton prend pour k un nombre pair, ces formules 
deviennent ( n^* 10 et 21 ) 

cos 7 fl = cos 7a, 

sin 7 a = ±: sin 7 a ; 

et si Ton prend pour k un nombre impair, elles deviennent 

cos 7 « = — cos 7 a , 



sin 7 a = zh sin { a ; 
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ce qui montre que cos j a est susceptible de la double valeur 
it cos J a , et sin ^-a de la double valeur dt sin j a. 

60. Si Tare a est donne , on pourra obtenir sin 7 a et 
cosya, a Taide des formules (2), car alors les signes de 
sin -J a et cos-^a sont connus d'avance. Veut-on , par 

exemple , avoir le sinus et le cosinus de Fare — , sachant 
que le cosinus de ^ est — *, les formules (2) donneront 



cos — = i Sin — = ^-— • 

12 2 12 2 

61 . £tant donne sin «, trouuer cos^a et sin \a. — Des 
deux formules 

2 sin > a cos -f tf = sin fl , 

cos^ \a -Jr sin' I fl = I , 
on deduit , par addition et soustractiou , 

(coft|a -f-sinY«)'= 1 -♦- sin^i, 

( cos 7 ^ — sin I fl )' = 1 — sin flf ; 

d'ou 

cos 7 « H- sin f a = ± ^i 4- sin a , 

cosT-a — sin J « =:± V I — sine, 
et , par consequent , 

cos I a = dz - ( v'l +sina ± v/i — sina ) , 

(3) ; , ; 

sin^fl =i±-[sl\ -hsina ip v^i — sina)- 

Dans cesdeux formules, les signes superieurs ou infe- 
rieurs , hors des parentheses ou dans les parentheses , se cor- 
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respondent ] mais dans ch^cune d'elles le signe hors des 
parentheses est independant de celui qui se trouve dans 
la parenthise. On troure ainsi quatre valeurs pour cos >- a 
et quatre pour sinY^; et il est remarquable que les va* 
leurs de cos ^ a soient pr^is^inent les m^m^s que celles de 
sinja. Nous allons expliquer ce resultat. 

Soie<it A la valeur donnee de sin a^etann arc d^termini^ 
ayant A pour sinus ; les valeurs de a sont donnees par les 
formules 

les valeurs de cos ^ a et de sin \ a sont done 

cos-j a = cos(A-7r -h ya), cos\a z= cos ( ^« H t**) ' 



sin 



ja = sin ( ^ TT H- -J a ), sin -5- a = sin ( A^ tt H -J- a j 



Si Ton prend pour k un nombre pair , ces formules de- 
viennent 

cos 7 a = cosy a , cos I rt = cos I 7aj=:sinYa, 

sin I €1 = sin I a, sin I a = sin I |aJ = cosYa; 

et , si Ton prend pour k un nombre impair, elles deviennent 

cos Y « ^ — cos \ a , cos 7 a = — cos ( -jal = — sin~a, 

sin I a = — sin -J a, sin|fl = — sin ( \ol\ = — cos^a; 

d'ou il suit que cos \a et sinj a ont chacun les quatre va- 
leurs ± cos j a , di sin -J a. 

62. Si Tare a est donne, voici comment on pourra ob- 

4. 
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tenir, par les formules ( 3 ) , les valeurs de cos j a et de 
sin-^a. Puisque Fare a est coDnu, on sail quels sont les 
signes de cos | a et de sin fa; or, des quatre yaleurs foumies 
par les formules (3) , deux sont positives et deux negatives : 
on devra done rejeter les deux negatives ou les deux posi- 
tives, suivant les cas , et il n'y aura plus qu'a choisir entre 
les deux autres. Supposons , pour fixer les idees , que sin a 
soit positif , ainsi que cos { a et sin-^a ; alors on aura 



cos 



-fl = H — (y/i -h sinflf ± ^i — sin a), 



in - fl = H — (v^ I -h- sin « qp /i — sin a)* 



sm 

2 



En r^duisant maintenant Tare -a au premier quadrant, 

on obtiendra un arc plus grand ou plus petit que ji dans 

le premier cas , on a sin t « > cos -j a , et Ton prendra les 
signes inferieurs dans les formules prec^dentes; dans le 
second cas , on a sin 7 a <C cos 7 a , et Ton prendra les signes 
superieurs. 

Veut-on, par exemple, trouver cos — et sin — ? sachant 
^ ^ 12 12 

que sin 7T = - ; on aura 

12 2 V 2 2 V 2 



cos 



sm — = -i/ i/-. 

12 2 V 2 2 V 2 



II est facile de deduire ces valeurs de cos — et sin — de 

, 12 12 

celles que nous avons donnees au n° 60. 
63. Si , dans la formule (n** 52) 

cos 3a = 4 cos^/7 — 3 cos« , 
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on remplace a par -? il vient 

cos tf = 4 cos* ^ — 3 cos ^ ^ 

celte equation sert a resoudre la question suivante : 

Trouver cos - » connaissanl cos a. — Soient cos a = A et 

COS "5 = X'^ r equation pr^cedente devient 

(4) •^"~4'^"~'4 = *^- 

Elle est du troisi^me degre , et Talgebre apprend qu'elle a 
trois racines reelles. On peut d^montrer ce fait de la ma- 
niere suivante. a etant un arc determine dont le cosinus 
est A , les valeurs de a sont donnees par la formule 

a = 2 X-TT zt a, 

et les valeurs de x le sont par la suivante : 

2 A"7r . a 



X = cos I — ^ — 3 ' ' 



ou Ton doit donner a k toutes les valeurs enti^res positives , 
nulle ou negatives. Or, quel que soit k^ on peut ^crire 

i etant Tun des nombres o, i ou 2 ; on a done 
d'ou il suit que x a les six valeurs 



cos ^9 COS l-7r--+-' « I > ^^*\^"'"^) 



_, cos^ + ^ , 



— a\ /2 7r a\ 



COS I -TT- h COS I -7; TT 1 9 COS I -5 ^ 
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Mais les trois derni^res sont egales aux trois premieres cha- 
cune a chacune , car les arcs -5 et —5- ont leurs cosinus 

egaux, et il en est de lueme des deux arcs -5- dz - el 
^ 00 

-^ ip -^ dont la somme est egale a 2 7r. On voit done que 

Tequation (4) ^ l^s trois racines 



a 

COS -^ 7 cos 
6 






qui sont g^neralement in^gales, et qu'elle ne saurait en 
avoir un plus grand nombre. Enfin on connaitra ces trois 
cosinus toutes les fois qu'on pourra resoudre Fequation (4)* 

64. Supposons que Ton ait choisi pour « le plus petit 
arc positif ayant A pour cosinus; on aura a <^ ou = tt. 

Prenons , a partir de I'origine A {fig. 5 ) , Tare AM = ^ ^ 

et inscrivons dans la circonference le triangle equilateral 
MNP J les perpendiculaires abaissees des trois sommets sur 
le diametre BB' perpendiculaire a A A', prises avec le signe + 
si elles sont du m^me cote que A par rapport k BB', et 
avec le signe — dans le cas contraire , repr^senteront les 
trois racines de Fequation (4). D'ailleurs I'algebre apprend 
que la somme de ces racines est nulle , parce que Fequation 
ne contient pas de terme de la seconde dimension; on pent 
done conclure ce theoreme de geometric, fort connu, du 
reste : 

Sides trois somtnets d* un triangle equilateral , on ahaisse 
des perpendiculaires sur uu diametre quelconque du cerclc 
circonscritj la somme des deux perpendiculaires situees 
d/un meme cote du diametre sera eg ale a la pvrpcndi- 
vulairc situcv. do l^aufrr cote. 
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On peut demontrer directement que la somme des racines 
de Tequation (4) est nuUc. Cette somme est, en effet, 

OL ( liz a\ (Ltc a\ 

eos5 + cos(^-3-t-3J+cos(^^ + 3J, 



ou 
cos^ I I -hco8-^-+-cos-Y ) —Sin -5 I sin-^ -Hsin ~- 

on a d'ailleurs 

47r 27r Tz I 
COS---=:COS-5-= — COS^ =:: > 

. 4^ . 27r 

Sin -^ = — sm — 9 

d'ou I'on conclut que ia somme en question est nuUe. 

65. L' equation (4) ^ deux racines negatives et une posi- 
tive si A est positif ou a <^ -; au contraire, elle a deux , 

racines positives et une negative si A est negatif ou a > — 

En effet, soit toujours AM = ^ (^g*. 5); en prenant 

I'arc MN = — » le point N tombera evidemment sur la 

demi-circonference BA'B', et Ton aura BN = AM -+- ^• 

D 

Cela pose , si A est positif, on a a < -? et , par consequent , 

BN<^ ^; done, en prenant Tare NA'P = -0-9 le point P 

tombera sur la demi-circonference BA'B': d'ou Ton peut 
conclure que Tequation (4) a deux racines negatives et une 

TZ 

positive. Si A est negatif, on a a>^-> et a<^7r; par 
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suite, BN ^ Qet<^-- Done le point N tombera sur le 

O 2 

quadrant BA'; at comme sa distance au point B surpasse ^9 

enprenant Tare NA'P =r — , le point P tombera dans lef 

quadrant B'A : d ou Ton conclut que Tequation (4) a 
deux racines positives et uiie negative. 

II est aise de voir que les valeurs absolues des racines de 
m^me signe sont comprises Tune entre o et - «» Tautre entre 

- et I . En eifet , ces valeurs absolues sont precisement les 

longueurs Nw, J?p qu'on pent considerer comme les sinus 
des arcs NB et PB'; ces deux arcs ont une somme egale a 

TT ^ ou ^? done Tun est inferieur, Fautre superieur a 

77 ; par consequent, I'une des longueurs N« et Pp est moindre 

TT I 

que sin^ ou -» et I'autre est plus grande. Quant a la troi- 
sieme racine de Tequation (4)9 sa valeur absolue est supe- 
rieure a -9 puisqu'elle est egale a la somme des valeurs 

absolues des deux autres. 

D'apres cela , si A designe, dans I'equation (4), le cosi- 
nus d'un arc donne a , on pourra toujours savoir quelle est 

celle des trois racines qui est egale a cos ^9 car on connait 

d'avance le signe de ce cosinus, et Ton sait aussi si sa valeur 

absolue est moindre ou plus grande que -• 

66. Proposons-nous encore dc troiwer sin - a, connais^ 
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sant sin a. Si , dans la formule 

sin 3 a = 3 sin a — 4 sin'a , 

on met -^ au lieu de a, il vient 

Sin a = 3 Sin ^ — 4 sin^ •5- 

Posons sin a = A et sin - = x , on aura Fequation 

(5) x3__a:-h» =0, 

qui se deduit de T^qualion (4) en changeant A en — A. 

Pour savoir ce que representent les irois racines de cette 
equation, soitoc un arc determine ay ant A pour sinus; les 
valeurs de a sont donn^es par les formules 

a = 2.k7t-h cty fl = (2X- 4- i)7r — a; 

et celles de x par les suivantes : 






2X4-1 a 



Soit ft = 3^ 4- /, i etant Tun des nombres o , 1,2; ces 
formules deviennent 



^ = 8in 2( 



•r = sin 2 1 



Hilt a\ . /2/7r a 

2/4-1 a\ . I li-\- I a\ 

^^ + -3- '^ - 3) = *" 1-3- " -3 j ' 

d ou il suit que x a les six valeurs 

. a . /27r a\ . (Liz a\ 

s.„-, sin(^^ + 3J, s.n^-^4-3J, 

3-3J' *'"iT-3J' *'"il""3J- 



/ 
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Mais Ics trois dernieres sont egales aux trois premieres 

, ,, I a37ra27ra 

chacune a chacune, car les arcs w et -= ^> ~o- ~^~ t ^'^ 

n a A.n a 5n a , 

^ — ^' ^"^^ ^^ "^ ^ ayant pour somme ua nombre 

O O t3 d <3 <3 

impair de demi-circonferences , out le meme sinus. L'e- 
quatioii ( 5 ) a done les trois racines 



. a 

sm - 9 sin 

6 



T+3,)' ''"VT + sj 



ci n'en a pas davantage. 

Ce probleme donne lieu a des remaraues semblabtes a 
celles des n"* 64 et 65. Le lecleur ies developpera suffisam- 
ment lui-m^me. 

67. En general, si Ton veut oblenir sin — ? oucos— » 

mm 

connaissant sin a ou cos a, on commencera par former Te- 

quatiou qui donne sin ma ou cos ma en fonction de sin a 

ou de cos ai puis, en mettant — au lieu de a , on aura I'equa- 

m 

lion dont depend Tinconnue que Ton cherche. Cetle equa- 
tion sera, suivant les cas, du degr^ jn ou du degr^ am. 
Nous donnerons plus loin tons les developpements que 
comporte cette importante question , mais il est bon de re- 

marquer, dfe a present, que la determination de sin— ou 



a 
m 

a 

m 



de cos — ne depend que des equations du second degre, si 

m est une puissance de i \ car, apres avoir trouve sin \ a 
et cos I a en fonction de sin a ou de cos a par les methodes 
des n^* 59 et 61 , on pourra , de la meme maniere , trouver 



. a a . a a 

sin -J et cos 7 9 siutt et cos 3' etc. 
4 4" ^ 
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68. Tangentes et cotangentes. Trous^er tang \ a, con- 
naissant tanga. 
Si, dans la formule 



2 tanff a 

tang 2a = ^-r- > 

^ I — tang' a 



on remplace a par ~ a , 11 vient 



I — tang' Y a 



tanga = r:r::rr:: ^ 



d*ou , en faisant tang a = A , tang | a = x , 

(6) j:^ H — x — 1 = o. 

^ ' A 

On voit que le probleme depend d'une equation du second 
degre, dont les racines ont pour produit — i, quel que 
soit A. Pour savoir ce que representent ces deux racines, 
soit a un arc determine ay ant A pour tangente ; les va- 
leurs de a sont donnees par la formule 

et celles de x par la suivante : 

jc = lang I X- — h V a 

Si Ton prend pour k un nombre pair 2 ^, cette formule 
donne 

X = tang (y TT H- T a) = tang ^ a , 

et, si Ton prend pour k un nombre impair 2^ -{- i, elle 
donne 

X = tang Utt -+- ^ -f- ^ a j =r tang ( ^ + T « ) 

= cot ( — j a ) = — cot i a ; 
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d ou il suit que x a les deux valeurs tang 7 a et — cot ~ a , 
dont le produit est effectivement egal a — i . 

Si Tare a est donne, Tequation (6) fait connaStre 
tang 7 a, car on sait d'avance quel est son signe. Suppo- 

sons, par exemple, qu'on veuille trouver tang ^, sachant 

que tang -^ = i . On fera A = i dans Tequation ( 5 ) , qui de- 
vient alors 

X^ -H 2.x — I :=: O. 

La racine positive est egale a tang ^; on a ainsi 

IT — I -h V^2 



tang g =r 

69. On pent exprimer tres-simplement tang-^ a en fonc- 
tion de sin a et de cos a ; la formule qu'on obtient ainsi est 
souvent utile. On a 

sin 7 a 2 sin 4- o cos ^a 2 sin 7 a cos \ a 

tang|a= \- =z ?-— — ^— = Vr-i — — -, 

cos 7 « 2 cos' \a 2 sm' 7 a 

et, en faisant usage des formules (i), on trouve 

, sin fl I — cos a 

(7) tang{a= — ■ = — : 

' I -h cos a sm a 

En remplacant sin a par sj i — cos* a, on a encore 

/o\ 1 _i_ * /i — cos a 

(8) tangi^arriy- 



cos a 

70. Lorsque tang a est donnee , on peut trouver, par la 
methode du n*^ 68, les valeurs de tang j , tang ^, etc. 5 car, 
apres avoir trouve tang 7 a , on aura , par la meme methode , 
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g^? puis tang ^? etc. On pent aussi chercher direcle- 



a . a 

tang-? 



a 



menttang -5 on trouve, de celte maniere, une equation 



2 



du degre 2"*, dont la resolution pent toujours 6tre effectuee, 
d'apr^s ce qui precede, a I'aide d'equations du deuxieme 
degre. Nous engageons le leeteur a chercher lui-m^me a 

resoudre Tequation du quatrieme degre dont depend tang ^9 

quand on donne tang a ; mais nous croyons inutile d'entrer, 
a ce sujet, dans de plus grands developpements. 

71 . Troui^ertang ^, connaissant tang a. — Si , dans la 

forniule 

3 tanc a — tanc^ a 

tang 3a = ^ -^— , 

® 1—3 tang' a ' 

on remplace a par ^ , il vient 

3 tang J — tang^ ^ 



tang a = 



1 — 3 tang' J 



ou , en faisant tang a = A , tang - = a: , 

3a; — jf^ 

ou 

(io) Jc^ — 3Aj?^ — 3a:-|-A=o. 

On voit que le problime depend d'une equation du troi- 
sieme degre. Pour savoir ce que representent les racines de 
cette equation , soit a un arc determine ayant A pour tan- 
gente^ les valeurs de a sont donnees par la formule 

a := A" TT -4- a , 
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a 



des racines de r^uation (lo) qui represenie tang -r , car le 

signe de cette tangente est connu d'avance, et Ton salt 
aussi si sa valeur absolue est inferieure ou superieure a i . 

74. Generalement , si Ton veut avoir tang —t connaissant 

^ m 

tang a, on commencera par former Tequation qui donne 

tang ma en fonction de tang a , on changera a en ~ 9 et Ton 

aura I'equation dont depend Tinconnue que Ton cherche. 
Cette equation est toujours du degre m. 

75. Le probleme qui consisterait a determiner cot— > 
connaissant cot a, est identique au precedent, car cot — 
et cot a sont les inverses de tang — etde tang a. 



Determination des sinus et cosinus de certains arcs. 

76. On pent calculer les sinus et cosinus d'une infinite 
d'arcs compris entre o et -, par de simples extractions de 



racines carrees. 



Par exemple, en partant de Tare -, on obtient, par la 
methode des n^^ 59 ou 61 , les sinus et cosinus des arcs 



TT TT TT 

V 8' ■^'•••' 



et, par suite, aussi les sinus et cosinus de leurs multiples. 
Ainsi , quels que soient les en tiers m et n , on obtient par 
de simples extractions de racines carrees le sinus et le co- 
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sinus de I'arc )^v^ 



«7r 
2*" 



TT TT 



Pareillement les sinus et cosinus des arcs 5 et g etant 

connus , on pourra i^alculer de m^rae le sinus et le cosinus 
des arcs 



3.2"' S.a*"' 



quels que soient les entiers m ein. Nous allons determi- 



ner ainsi les sinus et cosinus des multiples de Tare — 



77. Sinus et cosinus des multiples de Varc — — Nous 



20 



avons donne (n**46) les valeurs des sinus et cosinus de 



1 arc — ou — ; on a 
10 20 



27r 



Sm =: COS — = 



Stt — I -f- V^5 



20 20 4 



. Stt 27r I / rp 

sm — = cos — = -7 V 10 + 2 v5. 
20 20 4 



2 TT TT TT 

Connaissant le sinus de — ? on aura sin — et cos — par 

20 20 20 



les formules 



— = - V/ I + sm 1/ 1 

20 2 V 20 2 V 



sin — = - V/ I + sm \/ i — sin ^ , 

20 2 V 20 2 V 20 



IT I / . TT I . / , TT 

COS — = - \/ I -+- sm H - 1/ I — sm — *, 

20 2 V 20 2 V 20 



5 
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on trouve 



sin — = COS 2- = i V3 -\->j5 — ^ vS — i/5, 
ao ao 4 4 



sin 2? = cos — = -Jr v/3 4- i/5 -4- 7 VS — V^5 . 
ao 2o 4 4 

On obtiendra sin — el cos— a Taide des formules 

ao ao 





sm -^ = 2 sin — a 
2o ao 


20 




/Lit . aTT 

cos -^ — cos' 

ao ao 


sm* — : 
ao 


on trouve 







sin "=~ = cos — =:-7Vio — 2v5, 
20 ao 4 

. Gtt /Lit 1 -I- i/5 

sm =r cos -^— = 7 

ao ao 4 

On aura sin — el cos — par les formules 

ao ao *^ 



an — = - i / I H- sin 1/ i 

ao a V ao a V 



sin — = - \/ 1 H- sin \/ i — sin — ? 

ao 



3 

cos - 
ao 



TT I . / . BtT I ^ / ! GtT 

- =r - 1 / I -f- sm h - 1/ I — sm — ; 

02V 20 a V ao 



on irouve 



sin — = cos — == T V 5 H- s/5 — 7 \/3 — \/5 , 
20 20 4 4 



• sin 5^ = cos — = i i/s -h ^5 -f- 7 \/3 — JS. 
20 ao 4 4 

Enfin on a 



sin =r cos — =: 

20 20 2 
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done , en resume , on a 



io -li- = cos 2; = i \/3 4- V^ - J V5 - Vs. 



Slfi 



20 



sin 



20 



20 
20 



in^ = cos^ = 7(— 1 + V^), 



sin 



— 4 4 



20 



20 



in ^— = COS 7^ = 7 V 10 — 2 v5 > 



sm 



20 
. 5n 



20 

57r 



sm — == cos - 

20 20 2 



= -V/2» 



— = C08 — = 7(1 -4-v/5), 

20 20 4 

inlil = cos— = i>/5-h>/5-h^V3-^5, 
20 4 4 



sin 



sm 



20 



. Stt 
sm 
20 



Stt 27r 1 / 

— == COS — = -7 V ro 

"4 



20 



2v^5 



in 9^ = cos ^ = ^ V 3h- v/5 -h y V 5 — \/5 • 



sm 
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20 20 

A Taidc de ces fornuiles, on pourra calculer les sinus 

etcosinus des multiples de — a vec une approximation aussi 
grande que I'on voudra. 



Que^ions proposees, 

\ . La circonference de rayon i etant partagee en trente 
parties egales, trouver les longueurs des droitesqui joignent 
Tun des points de division a lous les autres. 

2. D^montrer que si a , /? , c sont trois arcs dont la 
somme est egale ^ tt , on a : 

a b c a b € 

i". cot — h cot - -h cot - = cot - cot -- cot - : 
2 2 2 222 



. , . , a b c 

2°. sin n 4 sm b +■ sin /- =: 4 cos - cos - cos - : 

2 2 2 



5. 
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3". sin 2 a -+- sin 2 ^ -h sin 2 r = 4 cos a cos b cos c ; 

4**. cos 2 rtf ~h cos lb -\- f OS 2 c -f- 4 COS «'cos b cos r -f- I = o ; 

5®. cos ^a -\- cos 4 ^ -+- cos 4^-1-1=4 cos 2 « cos 2 ^ cos 2 c ; 

.. a b c , n — a n — b tt — c 

o^, cos — h cos — h cos - =z A cos — 7 — cos — 7 — cos — 7 — ; 
2 2 24 4 4 

.a , b . c , . TT — a . TT — b . tt — c 

7". sin — h sin--hsm i =4sin — 7— sin . sm — 7 — ; 

'222 ^4 4 4 

o«',^ •,^ -^^ -^ ^.c 

0°. sm' — h sm' — h sm^ - -f- 2 sm - sin - sm - = i ; 
2 2 2 222 

9**. sin' a -f- sin' b + sin' c — 2 cos a cos b cos c ri: 2 ; 

10°. sin' 2fl -h sin' 2 ^ -f- sin' 2c + a cos 2 at cos 2 ^ cos 2c = o. 

3. Demontrer que 

. • * • , a b c 

sm « 4- sin 6 4- sin c — 4 cos - cos - cos — 

222 

3a b C TT 3^ C fit — TT 

, , , ^ I cos ;; (- COS 

= sm 7 . 

3c fl b TT fi -H ^ 4- C TT 

-H cos f- COS 

4 



> 



quels que soient les arcs a, i, c. 
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CONSTRUCTION DES TABLES DE FONCTIONS CIRCULAmES. 

Propositions pr^liminaires. — Theor^mesquiresultent des propositions pre- 
cedentes. — Division de la circonference. — Construction d'une Table 
de sinus etcosinus. — Tables des logaritbmes des fonctions circulairee. 
— Disposition des Tables de Gallet. — Usage des Tables. — Developp&- 
ments sur une application des Tablos de fonctions circulaires. 



78. Pour faire usage des fonctions circulaires, il fam 
qu^on puisse calculer les valeurs.des lignes trigonom^triques 
d'un arc donne , et reciproquement irouver la valeur d'un 
arc quand on connait Tune de ses lignes trigonometriques. 
Pour arriver a ce but ^ il est indispensable de construire 
d'abord une Table qui donne immediatement les valeurs des 
lignes trigonometriques correspondanles a des valeurs suc- 

cessives de Fare comprises entre o et - , et dont Fintervalle 

soit suffisamment petit. Nous allous indiquer par quels 
procedes on peut construire une pareille Table ; on verra 
cnsuite comment, a I'aide de cette Table , on peut trou- 

ver les lignes trigonometriques d'un arc quelconque donne , 
et r^iproquement trouver le plus petit arc positif corres- 
pondant a une ligne trigonometrique dounee. 

La construction de la Table dont nous venons de parler 
repose sur quelques propositions tres-utiles d'ailleurs dans 
un grand nombre de circonstances , et que nous allons 
exposer. 

Propositions preliminaires . 

79. Th^oiveme I. — Tout are conipris entre o et - est 
phis grand que son sinus et moincire que sa tarwgcnle. 
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Soient|AM 2= x (Jig. 6) un arc compris entre o et -1 

MP son sinus et AT «a tangente. Prolongeons MP jusqu'a 
sa rencontre en N avec la circonference , et menons la tan- 
gente T 1 5 on a 

arcMAN>MN, et arcAMI<AT-hTI. 

Or Tare x est moiti^ de MAN ou de AMI, sinx est moitie 

de MN , et tang x est ^gale a chacune des lignes AT et TI ] 

ofi a done 

' ar ]>• sin X et ^ <C! ^^^S ^ > 

ce quMl fallait d^montrer. 

Remabqub. — La difference x — sin x est d'autanl plus 
peiile {fue x est plus petit. 

Soit , en effet , Am on arc moindre que AM 9 et dont le 
sinus est mp , menons mh parallMe a OA ; on a evidemment 
MA «<[ corde Mm, et, a fortiori , ^ 

MA < arc M/w, 
c'est-a-dire 

MP — mp <^ arc AM — arc A m , 
ou 

arc Am — mp <] arc AM — MP, 

ce quHl fallait demonlrer. 

80. Tn^RiiME II. — Si Tare x decroit de - a o. le rap- 

Sin jc 
port » qui est cons tamment moindre que i, augmente 

et s*approche indefiniment de Funite, 

m 

I*** Je dis que si x decroit de - a o, le rapport 

augmente , ou , en d'autres termes , que Ton a 

sin J? sin (j? -4- h) 

z> — —' — » 



TV 
2 



si x et A sont positifs et que x -hh soit inferieur a - 



f 
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En developpant sin (j:-|- A), cetle inegalite preud la formo 

(x -h h)9mx ^x{co%h sin a: 4- sin A cosa;), 

ou, en divisant par cos^, 

{x-4- A) tang^]>jr(cosA tango; + sinA), 
ou 

X tangx (i — cos h ) -j- h tang x — x sin /< ]> o , 

ou, en divisant par xh^ 



I — cos A /tangx sin/t\ 
tangx_^^_:4-(-;^ t) 



>o, 



et on en reconnait imm^diatement Inexactitude, car i — cos h 

. .« tango? sin A I, , I ,. , 

est positi J , et — — 1 est egalement , puisque la pre- 
miere fraction est plus grande que i , et la seconde plus 
petite (n** 79). 

2°. Je dis que si x decroit jusqu'a zero, on aura 

,. sin.r 

Iim — — = I pour X = o. 

X 

sin X 
En effet , a cause de tangx = » on pent ecrjre (n" 79) 

sinx 

sin X ""C" X <1 1 

cos X 

ou, en divisant par sin a:, 



sin X cos X 



X 

11 suit de la que le rapport -; — est compris entrc I'uuite 



smor 



I ' ' 

et la fraction — - dont la limite est I'unite pour x= o; 



cosx 
on a done 



hm - — = I on lim = i . 

sin.r X 



7^ trAit6 de trigonomj^trie. 

81. Th^orIime lU^— La difference entreun arc plus petit 
que ^ et son sinus est moindre que h quart du cube de 
rare. 

Soil X un arc moindre que -5 on a (n^ 79) 



ou 



X ^ X 

tang->-, 



. -l^^ X X 

sin - > - cos - J 



dW, en multipliant par 2 cos -9 



sin ar > jc cos* - > « — x sin* - , 

2 2 



ou 



X — sin x <<" J? sin* — 

2 

Mais on a 

.XX . ,^ ^^* 
sin--<^-, sin'-<"-y.: 
2^2 2^ 4 ' 



on a done , a fortiori , 



X — sm^t <^-T-> 



ce qu'it fallait demontrer. 

Remarque. — On a ainsi deux limites, savoir x et 

x—jj entre lesquelles est compris sin x. On peut en d^- 

duire facilement deux limites entre lesquelles se trouve 
compris cost 5 on a, en effet, 

X 

cos X z=z I — 2 sin* -5 

2 

et,comme sin- est compris entre - et - — — j on a 
d*abord 

^ X' 

COS JF > I , 

2 



puis 
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COS.r<,-2(f-^)\ 



<' 



et , a fortiori , 



2 l6 \32/ 



2 



9 



X^ X^ 



COS jp <; I h -^ 

2 l6 



jc^ j:' j?* 



Ainsi cos x est compris entre i-: et i 1 — ^' 

'^ 2 2 lO 



Theorbmes qui resultant des propositions precedentes, 

82. Les trois theoremes qui precedent sufBsent pour Tobjet 
que nous avons en vue, la construction d*une Table de fonctions 
circulaires; le lecteur pourra done se dispenser d'etudier les sui- 
vantSy que nous avons cm cependant devoir presenter ici comme. 

des exercices curieux et utiles. 

sin X 
Theorems IV. — Le rapport est la limite vers laaiiellc 

X 

converge le produit 



iM 



XXX X 

cos — cos T cos t; . . . COS — » 

24° ^"^ 

lonque rentier n augmente indefiniment. 
On a , en effet , 

. X X 

sin 07 = 2 sui - cos -» 

2 2 

X XX 

sin - =2 sin -j cos -7 1 
2 4 4 

X XX 

• «in -7 = 2 sin 5 cos 5 , 

4 C) o 



3C 3[j jl7 

sin = 2 sin — cos — ; 

2«-i 2" 2" 



multipliant ces egalites entiT dies, et supprimant los fartcurs 
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commune, il vient 

sin X =r 2** sin — .cos - cos -= cos ^ • • cos — t 

2« 2 4 ^ ^'* 

ci , en divisant par x , 

sin — 
sm X 1^ X X X X 
= . cos - cos -T cos 77. . cos — • 

XX 24" ^" 



X 

Or,- lorsque n croit indefiniment , — tend vers zero , quel que soit 

Tare donne x\ done le rapport 

. X 

sm— 
2" 



X 

2" 



a pour limite Tunite, et Ton a 
sin j: .. x x x 



X 



= lim cos - cos -y cos 7c . . . cos , pour n = <x> , 

248 2"' *^ 



ce qu'il failait demon trer. 

83. Theor^mk V. — La difference cntre un arc plus petit que 
- et son sinus estnwindre que le sixieme du cube de cet arc. 

2 

Nousavons trouve (n® 81) 



x^ 



cos or "> I 1 

2 



on deduit de \k 



lA* JU %Ju %Ju 

cos - COS -; COS 7; . . . COS — 
/ V f 2 4 O 2 

(l) 



H 



>('-S)('-l)"-('-?^) 

Je dis que I'on a , a fortiori , 

/ « *Xf tlr kX/ JC / X X' 

1 2) <'os - cos -J COS 7c. . . cos — ">i — 1 I-...-I- 



4 ' 8 ■ 2"^ \2' 2'» '■' 2 



VH-+-1 
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OU 

XXX X ( x^ x^ \ 

(3) cOS-C08^COSg...COS->.-(^g--^-^j;;;:,)- 

En effet , en faisant /i = 2 , dans Tinegalite (i) , il vient 

cos-cos^>(^,--j(^,-- 
et, a fortiori, « 



X X . .r' j:' 

cos - COS -7 "> I ; 

2 4 2^ 2*' 



on a, par suite, 



cos 



X X JO ^ { x^ x'^\ ( JP* 

-COS-7COS7r>>(l III 

2 4 ^ \ 2» 2*7 \ 2' 



X* X* X* 



> , --. 

2^ 2" 2' 

En continuant ainsi , on obtiendra Pinegalite (2), ou Tinega- 
lite (3) qui exprime la meme chose. L'inegalite (3) ayant lieu , 
quel que soit n , on aura k la limite , pour /i = od , 

-, X X X x^ 

hm cos - cos 7 . . . cos — ^1 — t?-? 
24 2" ^ 



sin X ^ x^ 



ou ( n» 8«) 

(4) '■^>'-W 

et 

sin .r > jr — -TT , j: — sm j: <1 7^ » 

ce qu'il fallait demontrer. 

Remarquel. — II peut arriver que deux variables m eti^, qui 
tendentvers deux limites U et V, satisfassent constanamentarine- 
galite 

et qu'^ la limite on ait 

U = V. 

D'apres cela on pourrait craindre que rinegalilc (3) n'entrainc pas 
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necessairement rinegalite (4)» ou, en d'autres terrhes, qu'on 
n'ait, pour certaines valeuis de x , 



sin X .x' 



X 6 



inai$ on verra que cela est impossible, si I'on considere que Tine- 
galile (3) a ete obtenue en multi pliant une suite d'inegalites dont les 
premieres ne contiennent pas la lettre /t, et demeurent toujours 
des inegalites meme k la limite. 

Remarque II. — On a, par ce qui precede, deux limites plus 
rapprochces que celles du n^ 81, et entre lesquelles est compris 



x" 



sin x\ ces limites -sontJ: et jt: — 7s-* Par un raisonnement iden- 

D 

tique k celui du n** 81, on deduit de la que cos x est compris 

^' J/' x^ 

entre les deux limites 1 et i 1 — 7* Ces limites de sin x 

2 2 24 

et de cos x sont ies plus rapprochees qu'on puisse assigner. 

84. Theobeme VI. — La difference entre un arc moindre que 
- et sa tangente est plus grande que le tiers du cube de I* arc, 

TT 

Soil X un arc compris entre o et- ; on a (n" 85) 



sm .r p> JF — -^ 



x^ x^ 

COS X <^ I 1 7 » 

^ 2 24 

d'oii, en divisanty 

X' 

tang X _> — 



x^ x^ 



2 ' 24 



Effectuons la division indiquee dans le second membre , jnsqu'a ce 
qu'on ait deux tcrmes du quotient; il vient 



x^ / x' 



^ ^'' 8 V 9 
lang x^x -h Y "^ 



.r^ x^ 
-4--, 
2 24 
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Or 1 est positif si a: est <^ 3 , et , a fortiori , si x est <^ - ; 

9 ^ 



a-' jc* 



pareillement i -| — 7 est positif si x est<^ JQ — i/12 011 

- ( 3, 1 8 . . . ) et , a fortiori , si x est < - ; on a done 

x^ 
tang ^> jr -f- -5-9 

oil 

tang X — d^ > -5^ » 

ce qu'il fallait demon rrer. 

85. Thkoreme VII. — Tout arc compris entre o et - est moindre 

que Ic tiers de sa tangente augmente des deux tiers de son sinus. 
Ona(n«»85, 84) 

olx — 2 sin j: -<[ — 7 

tang ^ — a: > — •, 

on deduit de \k 

7.x — 2 sin ^ <^ tang x — x , 



ou 



J^ <.^ tang J7H- -sin,r, 
ce qu'il faUait demontrer. 

Dwision de la circonference . 

86. Jusqu'ici nous ayons represent^ les arcs par les 
nombres qui les mesurent; mais, dans les applications de la 
theorie des fonctions circulaires , on a trouve plus commode 
de les evaluer en indiquant combicn de fois ils contiennent 
une certaine par tie aliquote de la circonference. A cet 
eflfet, on est convenu de partager la circonference enti^re 
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du cercle eii 36o parties egales , auxquelles on a donne le 
nom de degres , en sorte que la demi-circonference ren- 
ferme i8o, etle quadrant 90 degres. Chaquedegre se sub- 
divise en 60 minutes, et chaque minute en 60 second^s. 
Les degres , minutes et secondes se representent par ® , ', ". 
Ainsi un arc contenant 17 degres 4 minutes 35 secondes et 
7 dixiemes de seconde , sera represente par 

i7°4'35",7. 

Si a designe la longueur d'un arc , N le nombre de degres 
qu'il renferme, on a la proportion 

a_ N 

TT 1 80 

qui fera connaitre Tun des nombres a ou N quand I'autre 
sera connu. 

Veut-on, par exemple, avoir le nombre de degres con- 
ienu dans I'arc egal a 1 ^ on aura 

180 



IT 



la valeur de -est 

TT 



1 

- =: o, 3 1 83oq8 . . . , 

TT 



ct Ton trouve, a moins d'un centiime dc seconde, 

N = 57«i7'44",75. 

Construction d^une Table de sinus etcosinus, 

87. Tous les arcs pouvant, comme on Ta vu, ^trc 
ramenes au premier quadrant, il suffit de connaitre les Itgnes 
crigonometriques des arcs de o a 90 degres. On peut m^me se 
bonier aux arcs compris entre oet 45 degres, car deux arcs 
<*omplementaircs , comme (45 4- a)*' et (45 — a)**, onl 
les m^mes lignes trigonometriques. En outre, si les sinus 



r 



LIVRE TROlStEME. ' 79 

et cosinus sotit coiinus pour tous les ai'cs compris entre 
o et 4S degr^ , les quatre autres lignes trigonom^triques 
pourront se determiner par les relations que nous avons 
fait connaitre (n^ 32). 

Cela pose , proposons-nous de construire une Table des 
sinus et cosinus de tous les arcs de lo en»io secondes, de- 
puis o jusqu'a 45 degres. 

88. Sinus et cosinus fie Varc de lo secondes. — Desi- 
gnons pare la longueur de Tare de lo secondes; on a, 
en observant qu'il y a 648 ooo secondes dans la demi-cir- 
conference , 



6 * ID 



IT 648000 

d'ou 



S ~ 



64800' 

d'ailleurs , 

77= 3, i4'59 26535 89793 '23846. . . , 

el I'on trouve 

g n= 0,00004 8481 3 68i 10 

Maintenant on a ( n^ 81 ) 



«* 



d'ailleurs 



sin s <[ s et sin s ]>• e — -7 : 



I* 

y <Co, 00000 00000 00032 , 
4 



on a 



done 



sin io"<^ 0,00004 84813 681 10, 
sin I o"> 0,00004 84 1 3 68078- 

Ces deux limites de sin 10'^ ont les douze premieres deci- 
males communes^ et Ton voit qu'on a,' a moins d'uiie dcmi- 
unite du treizifeme ordre decimal , 

sin 10" =r 0,00004 8481 3 681. 
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Pour avoir cos lo'' ou coss, on pourrait se servir de la 
formule co8e = v^i — sin*e; mais on arrive plus simple- 
ment au resultat , en se rappelant (n° 81) que Ton a 

COS « > 1 et cos 8 <' I 1 7^' 

Comme e est <' o,oooo5 ou <^ , on a 

2.IO< ' 



s' . I 



et , a fortiori , 



i6 ^ 256.io'«' 



s* . f 



■.-^< 



l6 2,IO*"' 

d'ou il suit que i est une valeur de cos e approchee a 

moins d'une demi-unit^ du dix-huitieme ordre decimal. En 
se bornant aux treize premieres decimales, on trouve 

cos lo'' = 0,99999 99988 248. 

89. Sinus el cosinus des arcs de 10 en 10 secondeSy de- 
pidsojusquh 45 degres, — Formules de Thomas Simpson. 

Nous allons faire voir maintenant comment le sinus et 
le cosinus de Tare de 10 secondes etant connus, on pent 
calculer les sinus et cosinus de tons les arcs de 10 en zo se- 
condes, depuis o jusqu'a 45 degres. On pourrait , pour cela , 
se servir des formules 

sin (a -h 4) =-sin a cos b + cos a sin b^ 
cos (a -4- ^ ) = cos a cos b — sin o sin b ; 

car le sinus et le cosinus de 10'' etant connus, on aurait, 
par ces formules, le sinus et le cosinus de 20'' en faisant 
b = «.= 10" 5 on aurait ensuite le sinus et le cosinus de 3o'' 
en faisant, dans ces memes formules, a= 20", b= 10'', et 
Ton conlinuerait de la sorte jusqu^a 45 degres. Mais le pro- 
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cede suivant, du au geom^tre anglais Thomas SimpsoH^ 
conduit plus simplement au r^ultat. 
Si , dans les formules 

sin [a -h ^ ) -I- sin ( « — b) = 2, cos h sin a, 
cos [a -h 6 ) -f- cos [a — b) = 2 cos b cos a , 

on pose a = mb , il vient 

. . j sin (iw -f- i) ^ = 2 cos b sin mb — sin (m — i) ^, 
I cos (m -f- i) 6 = 2 cos b cos iw6 — cos (m — i) fc. 

Si Ton fait &= 10'% et que Ton donnea ni les valenrs 
success! ves i, 2, 3 , etc. , les formules (i) de Thomas Sim- 
pson donnent 

sin 20" = 2 cos I o'^ sin i o" , 

cos 20" == 2 cos* 10" — I , 

sin 3o" = 2 cos 1 o" sin 20" — sin i o^ , 

cos 3o" = 2 cos 10" cos 20" — cos 10" , 



On Toit que g^eralement, quand on connaitra les sinus 
et cosinus de deux multiples cons^utifs de 10^, les for* 
mules (i) feront connattre le sinus et le cosinus du mul- 
tiple suivant. Mais on pent encore abreger ces laborieux 
calculs : le multiplicateur constant 2 cos i o" diflSre pen de 
deux unit^ ; en posant 

2 cos I o" = 2 — / , 
on a (n**88) 

k = 00000 ooooS 5o4 ; 

alors les formules (i) deviennent 

I [sin (in -h 1)6 — sinjii6] = [sin#»6 — sin(/?i-^ »)^]— kwmb^ 
^^' |[cos(iiH- 1)6— cosji?6]=[cosiii^ — cos(m— i)^] — /tcosm^. 

Ces formules (2) serviront a calculer les diff<^rences 

i sin (/» -I- 1) ^ — sin mb^ 
(3) ) ^ ^ ' 

^ ' I cos (w 4- 1) ft — cosmft, 

6 
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a I'aide des differences precedentes, 

, ,. j sin mh — sin ( m — i ) ^ , 

I cos m^ — cos(/w — l)^, 

qu'on a pre^lablemeut calculees , ainsi que sin mh et 
cos mh, Ajoutant ensuite respeetivement aux differences (3) 
les valeurs connues de sin mh et de cos mh ^ on aura 
sin (m H- I ) i et cos {ni -\- i) h, 

Les differences (3) se deduisent facilement des diffe- 
reu/cesi calcUlees (4)51! suffit ^ en effet , d'en retranch^r res- 
peetivement les produits h sin mh et A cos nih ^ dont Tun 
des facteurs est constant, et ces produits se feroiit £is^sez 
rapidement, si Ton a eu so in de former d'abord une 
Table des produits de k par les ncuf premiers nombres. 

90. Lorsqu'on aura calcule , par la melhode precedente, 
les sinus et cosinus des arcs de 1 o en 10 secondes , depuis 
o iusqu'a 3o degres, on pourra obtenir les sinus et cosinus 
des arcs, compris entre 3o et 45 degres, par la soustraction 
seulement. 

En effet , en ae rappelant que sin 3o° = -> on a (n*^ 44) 

sin (3o° -I- a) -H sin ( 3o" — - a) = cosa , 
cos ( 3o® — a ) — cos ( So" -f- a) = sin a ; 

d'ou Ton tire 

j sin ( So** H- a ) =r cos a — sin ( 3o" — a) , 
^ ' I cos (3o° -I- a ) = cos ( 3o" — a) — sin a. 

Ces formules (5) donnent le moyen de calculer les siiiu$ et 
co^imus des arcs au*rdessus de 3o degres , lorsqu'on connait 
les sinus et cosinus des arcs au-dessous de 3o degres. 

91 . Quelque penifeles que soient les calculs dont nous ve- 
nous de developper la marche , on con^oit la possibilite de 
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former, par leur moyen , la Table des sinus et cosinus de 
toils les arcs de lo en lo secbndes, depuis o jusqu'a 45 de- 
gres. U y a lieu de penser toutefois que, dans le courant 
des calculs , les erreurs devront s'accumuler, et que les va- 
leurs des sinus et cosinus calcules seront demoins en mdins 
approchees. Or on a un moyen trfa-simple de determiner le 
degr^ d'approximation que Ton aura atteint. Nous avons 
dcmii^, en eflfet (n*^ 77) , des fbrmules qui permettent de 
calcoler, ayec une approximation aussi grande que Ton 

vent, les sinus et cosinus des multiples de Fare — , c'est-a- 

dire de taus les arcs de 9 en 9 degres , depuis o jusqu'a 
90 degres , en sorte qu'en comparant les resultats deduits 
de ces formules avec ceux obtenus par la methode du n^ 89 , 
on jugera avec quelle approximation cette methode a fait 
connaitre les sinus et cosinus des arcs de 9 en 9 degres , 
et 5 par suite aussi , les sinus et cosinus des arcs interme- 
dial res. 

Table des lognn'thmes des fonctions circulaires^ 

92. Dans les applications numeriques, on opere toujours 
par logaritbmes , aussi a-t-on bien plut6t besoin de con- 
naitre les logarithmes des sinus , cosinus , etc. , que ces lignes 
^gonomi^triques elles-m^mes. Or les sinus et cosiiius des 
arcs de 10 en 10 secondes ayant ^te calcules ^ on pourra. 
former la Table de leurs logarithmes. Cette Table une fois 
cctBStruite^ on formera celle des logarithmes des tangent^s 
et cotangentes a Faide des formules 

log tang X = log sin x — log cos x^ 

log cot X = log cos X — log sin x. 

Quant aux secantes et cosecantes^ elles ne sont point 
employees; d'ailleurs leurs logarithmes sonl egaux et de 

6. 
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signes coiitraircs aux logarithmes des cosinus et siuus {^^^ 
Les meilleurcs Tables de logarithmes des sinus, cosi- 
nus, etc. ^ sont celles de Callet; nous allons en indiquer 
la disposition et Tusage , mais nous avons auparavant une 
remarque importante a faire. 

Les sinus et cosinus des arcs de o a 90 degres, les tan- 
gentes des arcs de o a 4^ degres , et les cotangentes des arcs 
de 4^ k go degres sont inferieurs a i , en sorte que leurs 
logarithmes sont negatifs. On a voulu eviter, dans les Tables 
de Callet, Teniploi des caracteristiques negatives, et Ton a 
ajoule 10 a tous les logarithmes negatifs. C^est la uu arti- 
iice de calcul , analogue a celui des complements arithme- 
tiques dont on fait un si grand usage. 

Disposition des Tables de Callet, 

93. La premiere de ces Tables contient les logarithmes 
des sinus et des tangentes de seconde en seconde poui* les 
cinq premiers degres avec sept decimales^ mais le sinus 
ou la tangente d'un arc etant le cosinus ou la cotangente 
de son complement, cette Table donne aussi les loga- 
rithmes des cosinus et des cotangentes des arcs au-dessus 
de 85 degres. 

Les degres sont marques hors du cadre en haut et en bas 
de chaque page, les minutes occupent la premiere et la 
derniere ligne , et les secondes la premiere et la derniere 
colonne. Chaque page a gauche ne contient que des sinus 
et des cosinus, et chaque page a droite que des tangentes 
et des cotangentes, ainsi qu'on le voit par les tilres de ces 
pages. 

Les Tables suivantes contieniient les logarithmes des 

[ * ] On trouvera, dans le livre sixieme , des formulcs a Taide desquelles on 
peut calcul er directement, et avec Vapproximation qu'on desire, les lo- 
garithmes des sinus, cosintis, tangentes et cotangentes de tousles arcs. 
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sinus, cosiiius, taligeiites el cotangentes de lo en lo se* 
condes pour iQus les degres du quart de cercle. On y re- 
marque les degres ecrits hors du cadre en haul et en bas 
de chaque page. Les minutes et secondes qu*on. y voit a 
la premiere et a la seconde colonne se rapportent aux 
degres qui soul ecrits en haut; les minutes et secondes 
qu'on y trouve a la derni&re et a ravant-derniere colonne 
se rapportent aux degres qui sout marques au bas de la 
page. 

La troisieme colonne contient les logarithmes des sinus 
des arcs dont les degres sont indiques au haut de la page , 
el dont les minutes et les secondes sont marquees dans la 
premiere et dans la seconde colonne. La troisieme colonne 
est intitulee sinus, mais il faut lire logarithmes des sinus. 
II en est de meme des autres. La quatri&me colonne con- 
tient les differences des logarithmes des sinus , ainsi que 
son litre Tannonce : chaque nombre de cette colonne n'est 
pas dans ralignement de ceux de la colonne precedentc ^ ils 
se trouvent tons descendus d'une demi-ligne, et chacun 
d'eux exprime la difference qu'on aurait, si Ton sous- 
trayait Fun de Pautre les deux logarithmes entre lesquels 
il se trouve. Les colounes cinquieme et sixieme con* 
tiennent les logarithmes des cosinus des m^mes arcs et leurs 
differences; les colounes septieme et huitieme conliennent 
les logarithmes des tangentes et leurs differences ; cnfin la 
neuvieme colonne contient les logarithmes des cotangentes 
des m^mes arcs; leurs differences sout les m^mes que celles 
des logarithmes des tangentes : c'est pour cela qu'on a in- 
titule la colonne qui contient ces dernieres, differences 
communes. 

Si Ton ne considere que les degres qui sont a la tele de 
f'haque page, on croira que les Tables ne s'etendent que 
jusqu'a 45 degres ; mais si Ton observe que chaque colonne 
a deux litres; que la colonne marquer par en haut sinus, 
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est marquee par en bas cosinus^ que eelle qui est intitulec 
par en haut cosinus, est intitulee par en bas sinus ^ qu^il 
en est de m^me des tangentes et des cotangentes ; on verra 
qu'en consultant les degres , ainsi que les titres des colonnes 
qui sont en bas de chaque page , et les deux demieres co- 
lonnes vers la droite des m^mes pages , on aura les loga- 
rithmes des sinus , cosinus , tangentes et cotangentes des 
degres, minutes et secondes depuis 45 jusqu'a 90 degres. 

Usage des Tabids. 

94. Nous allons developper la solution des deux pro- 
blames que les Tables fournissent le moyen de resoudre. 

Probleme J. — Connaiisant le nombre de degres, mi- 
nutes et secondes d 'un arc moindre que 90 degres , trouper 
le logarithme du sinus ^ du cosinus, de la tangente ou de 
Ja cQtangente de cet arc. 

Premier cas. — Si le nombre donne est compose de 
di^gres , de minutes et de dizaines de secondes , on cherchera 
d'abord le nombre des degres parmi ceux qui sont ecrits en 
haut ou en bas des pages ^ en hauts'il est moindre que 4S de- 
gres, au bas s'il est plus grand. On suivra la premiere 
colonne qui va en croissant de haut en bas , si le nombre 
des degres se trouve en haut de la page , ou la deiniiere qui 
va en croissant de bas en haut , si le nombre des degres se 
trouve en bas; on suivra, dis-je, Tune ou Tautre de ces 
colonnes dans le sens suivant lequel elle croit , jusqu^a ce 
qu'on rencontre le nombre des minutes donnees ; on pas- 
sera dans la colonne des secondes sans quitter la ligne des 
minutes trouvees 5 on suivra dans le m^me sens cette co- 
lonne , on J trouvera les dizaines de secondes , et sur la meme 
ligpe le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente et 
de la cotangente que Ton cherche. 

Veut-on , par exemple , le logarithme de la tangente dr. 
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79^5i'4o"^ 79 degres se trouvant au has de la page, on 
montera le long de la derni^rc colonne qui va en croissant 
de bas en haul ; on irouve 5 1 minutes dans cette colonne : 
on passe a la colonne precedente qui est celle des dizaines 
de secondes *, on monte le long de cette colonne et Ton ren- 
contre 4o ^ecbndas *, sur la meme ligne et daits la colonne 
marqueis par en bas tangente, on trouve 0,7475657. C'est 
le logarithme cherche. On a ainai 

log tang ( 79" 5 1 ' 4o" )==Oy 7475657 . 

Veut-on , pour second exemple , le loga^itbme du sinus 
de 2® 24' 5o"-, 2 degres se trouvant en haul de la page, on 
descend le long de la preraiire colonne qui va en croissant 
de haut en bas 5 on trouve 24 minutes dans cette colonne : 
on passe a la colonne suivante qui est celle des dizaines de 
secondes •, on descend le long de cette colonne et Ton trouve 
5o secondes^ sur la meme ligne et dans la colonne iutitulee 
par en haut sinus, on trouve 8,6244662. C'est le loga- 
rithme cherche, augmente de 10 unites. On aainsi 

log sin ( 2» 24' 5o" ) = 2 ,6244662. 

Deuxieme cqs, — Si le uppoibre donae conlient eh outre 
des unites de secondes et di^ fractions de secondes , on com- 
mencera par reduire les frs^ctions de secondes on fraction 
decimale; on cherchera e^s^ite^ comme nous venons de 
Texpliquer , le logarithme du siiius ou de la tangents de 
Tare donne, en faisant abstraction des unites et des frac- 
tions decimales de secondes, doni nous designerons Fen- 
semble par n. On prendra ensuite la difference A qui 
existe entre le logarithme trouve et celui qui vient imme- 
diate^lent apres lui, en aUant de haut en basoudebas en 
haut selon ]a marche que Ton suit ^ enfin on ajoutera au 
logarithme trouve le nombre x detcrmiQC p^ir la propor- 
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tioii 



n jr 




nA 


• — ^ 


d'oii 


X — -i 


lO A 




10 



et Ton aura le logarithme cherche. 

Si Ton veul le logarithme du cosinus ou de la cotangente 
de Fare doune, on augmentera d'unedizaine le nombre des 
secondes de Fare , el, apres avoir supprim^ les unites el 
fractions decimales de secondes , on obtiendra un arc qui 
surpassera Tare donne d'une certaine fraction decimale n 
de secondes , on clierchera le logarithme de son cosinus ou 

de sa cotangente, et Ton ajoutera — an resultat, A ^tant ici 

la difference qui existe entre le logarithme irouve el celui 
qui le precede immediatement en allant de haul en has ou 
de has en haul, suivant la marche que Ton suit. 

Ce qui precede repose sur le principe suivant : 

Si Von donne successwement a un arc quelconque deux 
petit s accroi^sements y les accroissenients coirespondants 
du log sin ou du log cos^ etc, sont sensiblement propor- 
tionnels aux accroissenients de Varc, 

On demontre, en effet, par des considerations qui ne 
peuvenl trouver place ici , que Terreur commise dans Tap- 
plication de ce principe ne pent , en general , avoir d'in- 
fluence sur la seplieme decimale du logarithme, pourvu 
que, comme nous le supposons, les petits accroissenients 
del'arc n'excident pas lo secondes. 

Au lieu d'ajouter, comme nous Tavons indique, le pro- 

duit — X «, on ajoute successivement le produit de — 

par les differenls chiffres de w , en negligeanl les chiffres de 
ces produits partiels qui ne peuvenl avoir d'influence sur 

la septieme decimale. On remarquera loutefois que si la 
huitieme decimale doit surpasser 5 , il est convenable d'aug- 
mcntcr la seplieme d'une unite. 
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Nous indiquerons par des exemples le type du caicul. 
1°. Trouper le logarithme de sin (49° 53' 24'', 3). 

Log sin (49° 53' 20'' j = i ,8835459 A = 197 unites du 7* 

ordre decimal. 
Pour 4' 70,8 

Pour o'%3 5,3i 

Log sin (490 53' 24", 3) = 7 , 8835535 
2*^. Troui^er le logarithme de cos ( 36*^ ^5' 36'', 3). 

Log cos (36'* 35' 40") = 7 , 904648 1 A =r 1 56 

Pour 3: 46,8 

Popr o",7 JO)92 

Log cos (36« 35' 36", 3) = 7 ,9046538 

3 ° . Troui^er le logatithme de tang ( 79° 5 1 / 4? "^ 2 ) . 

Log tang (79" 5 1 ' 4o'0 = o , 7476657 A = 1 2 1 5 

Pour 7" 85o,5 

Pour o", 2 24,30 

Log tang (79*» 5 1 ' 47"> 2) = o , 7476632 
4*^ • Trouper le logarithme de cot ( 23*^ 1 7 ' 2 2 '^, 3 ) . 

Log cot (23*> iy 3o") = o , 366o3 1 3 A =rr 58o 

Pour 7" 4^9^ 

Pour o",7 4o>^ 

Log cot (23° 1 7' 22", 3) = o , 3660760 

95. Probleme II. — Le logarithme d'un sinus, d'lin co^ 
sinuSy d'une tangente ou d'une cotangente etant donne , 
trouper le nombre de degres, minutes et secondes de Varc 
auquel il appartient. 

Premier cas. — On cherchera le logarithme donne dans 
Tune quelconque des deux colonnes qui ont pour titre la 
ligne trigonometrique a I'expression numeriqiie de laquellc 
le logarithnic donne appartient. Si on le Irouve parmi ceux 
qu'ellc contient , on observcra dans qu(^l bout de la colonne 
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est le litre qu'on a consulte : si ce litre est en haul , on 
jettera les yeux sur la seconde colonne k gauche , et dans 
Falignement du logarithme on trouvera un nombre de 
dizaines qui exprimera les secondes de Tare cherche. On 
passera a la premiere colonne ; si Ton y voit un nombre dans 
le m^me alignement, il sera celui des minutes cherch^es, 
sinon on montera le long de cette colonne, etle premier 
nombre qu'on renconlrera sera celui des minutes; enfin en 
haul de la page on trouvera hers du cadre le nombre de 
de^res demande. Mais si le litre en question est au bas , il 
faut recourir a ravant-derniere colonne vers la droile, qui 
donnera de meme les secondes; passer ensuite.a la derniere 
colonne, sur laquelle on trouvera les minutes cherchees, 
soil dans la m^me ligne, soil en descendant le long de cette 
colonne. Enfin on trouvera au bas de la page , et hors du 
cadre, le nombre de degr^s demande. 

Veut-on, par exemple, le nombre de degres, minutes et 

secondes de Tare dont le log sin est i,354i8o3; on cher- 
chera ce logarithme dans J'une des dei;x colonnes qui sont 
intitulees sinus, sans s'embarrasser de savoir si ce litre est 
en haul ou en bas de la colonne ; I'ayant trouve , on observe 
que le litre sinus est en haul de la colonne : on consul te la 
seconde colonne a gauche, et Ton trouve 5o dans I'aligne- 
ment de 9,354 i8o3 ; on passe a la premiere colonne , on n'y 
voit rien dans le m^me alignement; mais en montant on 
rencontre 3 dans cette colonne •, enfin en haul de la page et 
horsdu cadre, on trouve i3 degres. Le nombre demande 
est done i3'^3'5o". 

Deuxieme cas, — Si le logarithme donne ne se trouve 
pas dans les Tables, ce qui est le cas le plus ordinaire, 
on chcrchera les deux logarithmes entre lesquels il est com- 
pris ; on prendra celui de ces deux logarithmes qui est du 
cote du litre de la colonne dont on a besoin; on le re- 
tranchcra du logarithme donne, ou Ton en retranchera 
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celui-ci , selon que Fun sera plus grand ou plus petit que 
Tautre ] on aura ainsi une difference D , et en appelant A 
la difference tabulaire des deux logarithmes entre lesquels 
est compris le logarithme donn^ , on determinera le nom- 
bre X par la proportion 

D X ., , loD 

— = — t d ou x = • 

A lO A 

Le nombre x moindre que lo exprimera les unites de se- 
Goodes et fractions de secondes renfermees dans I'arc cher- 
che. Quant aux degres, minutes et disaines de secondes, 
on les obtient en sabstitaant au logarithme donn^ celui de 
la Table qui en diff^re de D, et nous avons expliqu^ plus 
haul le moyen de les trouver. 

Nous indiquerons par des examples le type du calcul. 

i'\ Trous^er Varc dont le log sin est i , 8835535. 

Log sin X = 1,8835535 

Pour r,8835459 49«53'2o" A =177 

Dx 10 760 4", 29 

X = 49° 53' 24", 29 

2". Trouxfer Varc dont le log cos est i ,9o46538. 

Log cos a; = 1 ,9046538 

Pour 7,9046637 36«35'3o" A= i56 

DX 10 990 6" 3 

x = 36^35' 36",3 

3". Trouver Varc dont le log tang est 0,7476532. 

Log tang X = 0,7476532 

Pour 0,7475657 79«5i'4o" A=:i2i5 

D X 10 8750 7'',2 

.<7 = 79"5i'47",2 
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4^. Troui^er Varc dont le log cot est 0,3660760. 

Log cot X =. 0,3660760 

Pour 0,3660892 23** 17' 20" ^ = 58o 

D X 10 1 320 2",28 

J? =:23°I7'22",28 

Dev^eloppements sur une application ties Tables de 

fonctions circulaires. 

96. Pour que Ton puisse appliquer le calcul des loga* 
rithmes a la determination de la valeur d'une expression 
numerique , il est necessaire que cette expression ne con- 
tienneque des facteurs mon6mes ; autrenicnt on dit qu'elle 
n'est pas calculable par logarithmes. Si une expression ne 
contient d'autres facteurs polyn6mes que des sommes ou 
des differences de deux sinus ou de deux cosinus, ou de 
deux tangentes d^arcs donnes , on la rendra calculable par 
logarithmes en faisant usage des formules du n^^ 44 : aussi 
ces formules sont-elles d'une extreme importance. Mais- il 
existe une methode generale pour rcndre calculable par 
logarithme une expression qui ne Test pas ; nous allons 
I'exposer avec details. 

Considerons d'abord une expression binome 

ct supposons qu'on veuille avoir log x \ a ei b sont des 
nombres positifs, dont les logarithmes seuls sont coniius. 
On pent ecrire 



JC 



Ccla pose , la methode consiste a determiner un arc auxi- 
liaire cf , t<»l que Ton ait 

h 



ung'f — -\ 



« 
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cet arc (}^, compris eiitre o et 90 degres, se calculera par la 

formule 

log tang ff = \og b — log a , 

ou , en operant par complements , 

log tang y = log b 4- comp log a — i a. 

La valeur de x devient alors 

, , cos <p -f- sin (p 
xz=za{i -+.tang<p) = r? i— ?; 

mais on a 

sin ff -f- cos (j) = cos ( 90° — t^ ) H- cos <p 

= 2 cos 45° cos (45" — y ) = \/2 COS (45* — <p) , 

done 

fl V'2C0S(45°— (p) 
COSCp 

Cette formule est calculable par logarithmes ; on en tire 

log J? = log « -f- - log 2 H- log cos ( 45**— <p) 

comp log COS (p — 10. 



On operera d'une maniire semblable pour rendre cal- 
culable par logarithmes la formule 

x= fl — b\ 
on posera 

b 
tang© = -» 
a 

d'oii 

log tang ^ = log ^ -f- corap log o — 10, 

et la valeur de x prend la forme 

fl v2cos(45°-f-<p) 

X ''~~ ■ • 

COSf 

97. La methode precedente s'applique a une expression 
polynome quelconque a it fe zt= c ±: rf^ . . . ; en effet , on 
pourra, par I'emploi d'un arc auxiliaire, reduire d*une 
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unite le norabre des tertnes de Texpression polyii6me : avec 
un second arc auxiliaire , on diminuera encore ce nombre 
d'une unite, et I'onpourra continuer ainsi jusqu'a ce qu'on 
ait transform^ Texpression en un monome. 

La transformation que nous venons d'indiquer n'est pas 
la seule qu'on puisse employer; nous exposerons encore 
la suivante. 

On rendra calculable par logarithmes la formule a 4- & , 

oil aet b sont des nombres positifs , en posant - = tang' q ; 

car on a 

a 



a -h b=: a [i -\- tang' f ) z= 



Si Ton a a > J , on rendra la formule a — b calculable 
par logarithmes, en posant b :=a sin* (p ; car on a 

a — 6 = a(i — sm'(p)=« cos-^. 

Bien d'autres transformations peuvent ^tre employees sui- 
vant les cas. Nous donnerons deux exemples. 

98. Probleme I. — On propose de calculer les racines, 
supposees reelles, de V equation 

§ 
dans laquelle p et q sont des nombres positifs dont les 

logarithmes sont connus. 

En appelant x' et x" les deux racines , on a 

"^-;"^V 4""^' * -i-y 4-^^- 

Par hypoth^se on a </ <^ —-; posons done q = ^ sin' <p-, 
Tare <f se calculera par la formule 

log sin f = log 2 -h - log 7 4- comp log/> — 10, 
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el 1*011 aura 



jr = - (i- + cos f) :=/? COS^ - f , 

a:" =r ~ ( I — COS y) z= /? sin * - <j>. 

Ces deux formules sont calculables par logaritlimes. 

99. Probleme II. — Trous^er tous les arcs x qui satis - 
font a V equation 

a^nx -^ b cos ^ = c , 

oil a, by c designent des nombres donnes^ positifs ou 
negatif's. 

On determinera un arc auxiliaire (f compris entre — 90*^ 
et -h 90°, el tel que Ton ait 

tangt = -^ 

Tequalion proposee devient alors 

a ( sin x + tang (p cos x) == c, 



ou 



ou 



ccos® 

sill X cos 9 -f- coi 07 sm © = ? 

* a 



. , . CCOS(p 

sin (X -h ^j = " 



On veil que le problime n'esi possible que si ^ est com- 
pris enlre — i et 4- i 5 s'il en est ainsi , on calculera par 
les Tables un arc x^ satisfaisant k Tequation prdcedente , el 
alors toutes les autres valeurs de x seront donnees par les 
formules 

X -h ^ = 2X- . 180" -h (jTo + <p) , 



ou 



X^=L 2 / . 1 80° -4- ^o > 

X = ( 2 A^ -f- 1 ) 180° — 2 y — Xg , 
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formules dans lesquelles k designe un entier indetermine 
positif , nul ou negalif. 

Questions proposees, 

I . Demon trer que si a: a une valeur determinee, el que h 
prenne des valeurs de plus en plus petites, on a pour h = o: 

,. sin(x -^- h)— sinx 

hm — ^^ ~ = cos jr, 

n 

,. cos ( J? -h A) — cos X 

hm ^^ j^ = — sm X, 

tang(x H- A) — tangx i 

lim J = — — - 9 

/* cos^x 

-. cot(x -h h) — cotx I 

lim r == r-T- y 

h sin' X 

. sec (x -^ h) — sec x sin x 
hm ^^ — 



lim 



h cos* X 
cosec (or -h A) — cosecx — cosx 

■ — ^ ■ ■ - ■■■II.. ^^^* - - — ■ ■ I I ■■ i 

h sin* X 



2. On partage Fare AM = 2 x en |u parties ^ales {fig' 3 ) 
et Ton demande, i** de determiner les distances du centre 
des moyennes distances des points de division aux diam^tres 
AA' et BB'; a^ de prouver qu'a la limite, pour (x ±= 00 , la 
distance du centre du cercle au centre des moyennes dis- 

tances est egale a • 
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TRieONOMfiTRIE REGTILIGNE. 

But de la trigonometrie rectiligne. — Mesure des angles. — Relations entre 
les angles et les cAtes d'un triangle rectiligne. — Resolution des triangles 
rectangles. — Resolution des triangles quelconques. — Determination de 
I'aire du triangle et des rayons des cercles inscrit et circonscrit. — Du 
quadrilatere inscriptible. — Exemples de resolution de triangles ou les 
donnees ne sont pas toutes des c6tes ou des angles . — Usage des fonctiong 
circulaires dans la geometric. — Applications numeriqnes. — Operations 
sur le terrain. 



But de la trigonometn'e rectiligne, 

100. U y a dans un triangle six elements a cohsiderer, 
savoir, trois angles et trois c6t^s. Resoudre un triangle, c'est 
calculer les valeurs numeriques de ses elements , lorsqu'on 
a un nombre de donnees suffisant pour que le triangle soit 
determine. 

La tngonometrie rectiligne a pour but la resolution des 
triangles rectilignes. 

Les valeurs numeriques des longueurs s'obtiennent en 
rapportant ces longueurs a une m^me unite : il nous reste 
a parler de la mesure des angles. 

Mesure des angles, 

101 . Soit un angle AOB (fig* 7) \ decrivons de son som- 

met comme centre, avec un rayon quelconque, une cir- 

conference , et designons par R et S les nombres d'unit^s 

contenues dans le rayon OA et dans Fare AB intercepte 

S 
par les c6tes de Tangle. Le rapport — • est ind^pendant de 

la grandeur du rayon OA; car si Ton decrit, du point O 
comme centre, une autre circonference A'B', et qu'on de- 

7 
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signe par R' et S' les nombres qui mesurent le rayon OA' et 
I'arc intercepte A'B', on aura, par un theoreme connu , 



1 — ^ 



11 resulte de la qu'en posant 

S 
R 

le nombre oi) ne depend que de ]a grandeur de Tangle AOB^ 
comme d'ailleurs Tangle AOB varie proportionnellement 
au nombre w , on pent prendre w pour sa mesure. Pour 
S = R , w se reduit a i ; par consequent , w represente le 
rapport de Tangle AOB a un certain angle qu'on pent choisir 
pour unit^, etqui est tel que, si Ton decrit une circonfe- 
rence de son sommet comme centre , avec un rayon quel- 
conque. Tare intercepte entre ses cotes est egal au rayon 
de la circonference. 

La formule S = Rw est tres-frequemmeni employee dans 
les applications geometriques ^ elle permet de comparer 
facilement des arcs qui appardennent a des circonferences 
diiferentes. 

Si Ton prend le rayon OA pour unite lineaire, on aura 

R = I et w =r S; 

ainsi un angle est mesure par le nieme nombre que Vara 
intercepte entre ses cotes par la circonference decrite de 
son sommet comme centre, as^ec V unite pour ray on » H y a 
done, au point de vue ab^trait, identite complete entre les 

angles et les arcs. Par exemple, le meme nombre - repre- 

sentera indifferemment Tangle droit et le quadrant. 

Et comftie nous sommes convenus , dans les applications 
dc la theorie des fonclions circulaires , de designer aussi les 
arcs en indiquant combien ils renferment de degres, mi- 
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nutes, secondes, etc., ces m^mes nombres de degr^s desi- 
gneront egalement les angles correspondants, 

Notts appellerons sinus, cosinus, tangente, cotangente^ 
secante et cosecante SHun angle, le sintts, le cosinuSj la 
tangente, la cotaDgente, la secante et la cosecante del'arc 
intercept^ par les c6tes de Tangle sur la citconference d^- 
crite de son sommet comme centre, avec I'unitepour rayon. 

402. Nous designerons toujours, dans ce livre, par A, 
B, C, les nombres de degres contenus dans les trois angles 
d'un triangle, et par a, J, c, les nombres qui mesurent 
respectivement les c6tes opposes. 

Relations entre les angles et les cdtes d'un triangle 

rectiligne, 

i03. Th^oreme I. — Dans tout triangle rectangle, 
chaque cote de Vangle droit est egal a Vhypotenuse mul- 
tipliee par le sinus de Vangle oppose, ou par le cosinus de 
Vangle adjacent, 

Soit ABC {fig^ 8) un triangle rectangle en A; du point C 
comme centre, avec Tunite pour rayon, decrivons Fare de 
cercle MN , et abaissons MP perpendiculaire sur AC : les 
triangles semblables ABC et PMC donnent les proportions 

c __ MP ^ _ CP 

On a d'ailleurs 

CM =ri, MP = sinC, CP=:cosC; 

done il vient ^ 

f = « sin C , b =: a cos C , 

ce qu'il fallait demontrer. 

CoROLLAiRE. — La projection d'une droite finie sur une 
direction donnee, situee av^ec elle dans un m^me plan, est 
egale au produit de la droite finie par le cosinus de, Vangle 
aigu quelle forme avec la direction donnee, 

7- 
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Soil A'B' [fig- 9) la projection de AB sur x'x, menons 
AC parallMe a x'x\ on aura A'B' = AC, et, a cause du 
iteoreme precedent , 

A'B' = ABcosBAC. 

La proposition enoncee est done demontree, car BAG est 
egal a Tangle aigu que forme AB avec x' x. 

104. Th^oueme II. — Dans tout triangle rectangle^ 
chaque cote de V angle droit est egal h V autre multiplie 
par la tangente de Vangle oppose ou par la cotangente 
de Vangle adjacent. 

En efTet, soit A Tangle droit ^ on a , par le theoreme pre- 
cedent , 

c = fl sin C , b =z a cos C , 

d'ou, en divisant, 

c ^ f ^ 

Y = tartg C et c=r b tang C , 
b 

on c =: b cot B , 

ce qu'il fallait demontrer. 

105. Remarque, — II ne saurait exister entre les angles 

et les cotes d'un triangle rectangle de relations distinctes des 

trois suivantes : 

B -h C = 90^, 

c = «sinC, ^ = acosC; 

car s'il y en avait une , en y remplacant c , & et B par leurs 
valeurs a sin C , a cos C , et 90° — C , on aurait une equa- 
tion non identique entre a et C, ce qui est absurde. 

En aj out ant les deux dernieres des relations precedentes, 
apres les avoir elevees au carre , on a la relation connue 

106. Theoreme III. — Dans tout triangle rectiligne^ les 
coles sont proportionnels aux sinus des angles opposes. 
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Soit ABC {fig- lo) un triangle dont les angles B et C 
sont aigus: abaissons du sommet A la perpendiculaire AO 
sur la base BC : le point O tombe enlre les points B et C ^ 
et les triangles rectangles ABO et AGO donnent (n° 103) 

AO = csinB, A0 = 6sinC, 

d ou 

, . be 

csinB=6sinC, ou . ^ =:- — -•> 

sin B sm C • 

ce qu'il fallait demontrer. 

Si I'un des angles B ou C est obtus, C par exeraple, le 
pied de la perpendiculaire AO tombe sur le prolongement 
de BC (y?g'. ii), et comme deux angles supplementaires 
ont m^me sinus, les triangles rectangles ABO et ACO 
donnent encore AO = c sinB = b sinC , d'ou Ton conclut,, 
comme precedemment , 

b c 

sin B sin C 

107. Autre demonstration, -^ On peut encore demon- 
trer ce theorime de la maniere suivante. Circonscrivons un 
cercle au triangle ABC [fig» 12) , menons le rayon OB et 
abaissons 0PM perpendiculaire sur BC5 enfin, du point O 
comme centre, avec I'unite pour rayon , decrivons Fare bni 
et abaissons hp perpendiculaire sur OM : Tangle A est egal 
a Tangle BOM, lequel a pour sinus bpy on a done 

sin A = bp, 
Mais les triangles semblables BOP et bop donnent 

T""0B""20B ' 

done , en designant par R le rayon du cercle circonscrit ait 
triangle, on a 

sin A = —IT 9 
7.K 
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ce qui montre que le sinus d'un angle d'un triangle est 
egal au rapport du cote oppose au diametre du cercle cir" 
consent, EnfiQ on deduit de la 



n' 



sin A sin B sin C 

cc qu'il fallait deraontrer. 

108, Remarque. — On a, d'apres ce qui precede, les 

. trois relations suivantes entre les angles et les cotes d'un 

triangle : 

(A-i-B-f-C= i8o% 

(i) \ a h c 

( sin A sin B sin C ' 

or je dis qu'il n'en saurait exister une autre distincte de 
celles-la. En effet, a cause de 

sin A = sin (i8o°— B — C ) = sin (B H- C) , 
on tire des equations (i) 

A=i8o°— B — C, 

a sin B 

~'sin(B-f-C)' 

<2 sin C 

"^ ~"ain(B-haj' 

Si , maintenant , il existait , entre les angles et les cotes d'un 
triangle, une relation distincte des relations (i) , en y met- 
tant , au lieu de A , i , c , les valeurs que nous venons 
d'ecrire, on aurait une equation non identique entre le 
cote a et les deux angles adjacents B et C, ce qui est 
absurde. Mais on pent deduire des equations (i) plusieurs 
autre^ relations iniportantes qui constituent autant de 
theoremes qu'on pent etahlir directement. C'est cette 
marche que nous allons suivre , et nous moutrerons en- 
suite comment les divcrses relations que nous aurons trou- 
vecs pcuvent se deduire les unes des autres.. 
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109. Th^oreme IV. — Dans tout triangle rectiligncy 
le carre d *un cote est egal h la sonune des carres des deux 
autres cotes, ntoins le double produit de ces deux autres 
cotes midtiplie par le cosinus de V angle quils com- 
prennent. 

Soil ABC (fig lo) un triangle dont Tangle C est aigu^ 
abaissons du sommet A la perpendiculaire AO sur BC : 
on a 

mais le triangle rectangle AGO donne (n^ 103) 

CO = 6 cos C, 
on a done 

c* = «'-+- 6' — 7.ab cos C. 

Si Tangle C du triangle estobtus [fig* 1 1 ) , on a 

c'=«»-f.6*-h2a XCO; 

le triangle rectangle AGO donne 

CO = ^ cos ACQ = b cos (i8o«— C) = — ^ cosC, 

done on a 

c' = fl' 4- ^' — 2 a6 cos C , 

comme dans le premier cas. Enfin cette formule a lieu 
encore quand G est un angle droit ; car , dans ce cas , cos C 
est nul , et elle se reduit a c' = a* -f- i*. 

Corollaire, — Le theor^me precedent fournit les trois 
relations suivantes : 

!a^= b^-h c'^ — ibc cos A , 
b^ = a^'i'C^ — 2ac cos B , 
c' =r fl^-l- ^' — afl'ftcosC, 

qui contiennent chacune les trois c6tes et un angle. 

HO. Th^oreme V. — Dans tout triangle rectdigncy un 
cote est egal a la somme des deux autres, multiplies 
chacun par le cosinus de V angle qud forme auecle premier 
cote. 
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Soil un triangle ABC [fig- lo et 1 1 ) ^ abaissons du som- 
met A la perpendiculaire AO sur BC : on a , si les deux 
angles B et C sont aigus , 

fl = BO + OC , 

et SI Tun des angles B et C , C par example , est obtus , 

rt = BO — OC. 

Mais, dans le premier cas, OC = b cos C, et dans le second , 
OC = h cos (i8o^ — C ) = — ^ c^s C •, dans les deux cas , 
'BO = c cos B : done on a 

a = b cos C 4- c cos B , 

ce qu'il fallait demon trer. 

Corollaire, — Ce theoreme foumit les trois relations 

ia = b cos C + c cos B , 
b=:c cos A -ha cosC , 
c=z a cos B -h ^ cos A . 

HI, Pour deduire les equations (3) des equations (2), 

ajoutons les deux premieres equations (2) ^ il vient, apres 

les reductions , 

c =za cos B -f- ^ cos A . 

C'est Tune des equations (3) ; on obtiendrait les deux autres 
de la m^mc raaniire. 

Reciproquement , pour deduire les equations (2) des 
equations (3), ajoutons les equations (3); apres les avoir 
multipliees respeclivcment par a , h ^ — c , il vient 

a- -h b"^ — c^ =z 2 ab cos C , 

ou 

c'=r /I'H- 6'— 2.abcosC. 

C'est Tune des equations (2)^ on obtiendrait de nieme les 
deux autres. 

H2. jNous venons do voir que les syst^mes (2) et (3) 
sent equivalents^ nous allons indiquer comment on peut 






LIVRE QUATRIEHE. Io5 

deduire Tun de ces systimes, (3) par exemple, desequa-- 
tions fondamcn tales (i). 

La premiere des equations (i) donne 

C= i8o° — (A -4-B), 
d'ou 

sinC = sin (A + B)=: sin A cosfi + sinBcos A; 

rempla9ant sin A , sin B , sin C par les nombres proportion- 
nels a, &, c , il vient 

c = a cos B + ^ cos A. 

C'est I'une des equations (3) ^ on obtiendrait de memeles 
deux auires. 

113. Les equations (i) peuuent se deduire des equations 
(a) oil (3), si Ton fait la restriction que la somme A-l- B+C 
nexcede pas i8o degres. — En effet , on tirede la premiere 
des equations ( 2 ) , 
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^ . .1 1*1 sin'B sin'C 

On trouvera evidemment la meme valeur pour . et — p 9 

sin' A 
car Texpression obtenue pour — j- ne change pas quand 

on change les cotes a , J , c les uns dans les autrcs : si done 
on sait que A, B, C sont moindres que 180 degres, leurs 
sinus etant positifs , on peut ecrirc 

sin A sin B sin C 

a b c 

En second lieu, on peut eliminer rz , & el c des equations (2) 
ou (3) , car elles sont homogenes, et ne contiennent, si Ton 



1 
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veut, que les rapports de deux cotes au troisieme. Si ^ par 

exemple, on fait b = ax ^ c •=. ay ^ les equations (3) de- 

viennent 

y z=.x cos A -h cos B , 

x=zy COS A -+- COS C , 

I z=xco&C -f-j^cosB, 

ct , en eliminant x et j^ on trouve 

cos* A -f- cos' B -+- cos' C -H 2 cos A cos B cos C = i ; 

si la somme des angles A, B, C n'excede pas i8o de- 
gres, on conclutde la (n° 4S) 

A-+- B + C = i8o°. 

Resolution des triangles rectangles, 

114. La resolution des triangles rectangles oflre quatre 
cas distinets. 

Premier cas. — tltant donnes V hypotenuse a etun angle 
aigu B, calculer F angle C et les deux cdtes b et c. 

L'angle C s'obtient immediatement par la formule 

C zric^o*' — B; 
on a ensuite 

^ = « sin B , c z= a cos B , 
d'ou Ton tire 

log 6 = log a -4- log sin B , 

log c = log a -H log cos B. 

Ces deux dernieres formules serviront a calculer les c6te» 
b et c. 

Deuxieme cas. — tltant donnes V hypotenuse a et un 
cote b de V angle droit, calculer le troisieme cdte c et les- 
deux angles B ef C. 

On a 

^ = rtsinB, d'ou $inB=:-7 

a 



LIVRE QUATRIEME. IQJ 

et 

log sin B = log b -^ log a = log b -f- comp log a — i o ; 

cette formule servira a calculer B. On aura ensuite 

C = 9o<»-B, 

et enfin on d^terminera c par la formule 

c =z a cos B , 
qui donne 

log c = log a + log cos B. 

Troisieme CAS. — Etant donnes run des cotes b de 
r angle droit et Vun des angles aigus , calculer le second 
angle et les deux autres cotes. 

L'angle inconnu sc determinera imm^diatement par la 

formule 

B -+- C = 90«. 

Ensuite Fhypotenuse a et le c6te c se calculeront a Faidc 
des formules 

a = —. — — 9 c= o cot B , 
smB 

qui donnent ^ 

log a = log b -f- comp log sin B — i o , 
log c z= log b -+- log cot B. 

Qu ATRiEME CAS. — Etant donnes les deux c6t.es b et c 
de r angle droits calculer l* hypotenuse a et les deux an^ 
gles aigus B etC. 

Pour determiner Tangle B on prendra la formule 

„ b 
tangB = -? 

qui donne 

log tang B = log ^ -H comp log c — i o ; 

on aura ensuite? 

C r= 90<' — B , 
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et, enfin , on calculera Thypotenuse a par la formule 

h 

sm B 
qui donne 

log a = log b -f- comp log sin B — lo. 

Resolution des triangles quelconques, 

115. La resolution des triangles rectiligncs presente 
quatre cas distincts. 

Premier cas. — Etant donnes le cote a et deux angles, 
calculer le troisieme angle et les deux autres cotes. 

L'angle inconnu se calculera immediatement par la 

formule 

. A+B -4-0= i8o«; 

on determinera ensuite les c6tes i et c par les formules 



b = 



a sin B a sin C 



5 c = — : — — 9 



sm A sm A 

qui donnent 

log b = log a -h log sin B -+- comp log sin A — lo , 
log c = log a -h log sin C + comp log sin A — lo. 

116. Deuxieme cas. — Etant donnes deux cotes a et i, 
ainsi que V angle A oppose au premier, calculer les angles 
]\ et C et le troisieme cote c 

On calculera Tangle 6 par la formule 

. ^ ^ sin A 

sm B = J 

a 

qui doune 

log sin B = log b -f- log sin A 4- comp log a — lo ; 

on aura ensuite 

C= 180"— (A -+-B), 

et , enfin , on determinera c par la formule 

a sin C 

c = — — - , 
sin A 
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qui donne 

lof» c = log a -+- log sin C -4- comp log sin A — lo. 

117. Discussion, — Si ron a a ^ i sin A, et seulement 
dans ce cas , les Tables feront connaitre pour B une valeur 
M <^ 90°, mais Ton pourra prendre aussi B = 180** — M ; 
on aura deux valeurs correspondantes de C : 

C= i8o« — A— M, C = M — A, 

et, par suite, aussi deux valeurs correspondantes de c. 

Pour que Tangle M reponde a la question , il faut et il 
suffit que A H- M soit <^ 1 80 degr^s ; pareillement , pour 
que 1 80° — My reponde , il faut et il suffit que M soit ^ A . 
Examinons dans quel cas ces conditions peuvent etre 
remplies : 

1°. Si Ton a A = ou]> 90 degres, la valeur 180° — M 
de 13 ne pent convenir, et la condition pour que la valeur M 
de B donne une solution du probleme , est 

. M<i8o«— A, 

ou 5 comme les deux membres sont moindres que 90 degres , 

sin M «<] sin (180° — A ) ou <;^ sin A , 

c'est-a-dire 

b nn A 



a 



<[ sin A ou h <^ a. 



On voit que le probleme n'admet qu'une solution , et la 

condition pour qu'il en admette une , est que le c6te oppose 

a Tangle doniie soit le plus grand des deux cotes donnes. 

a**. Si Ton a A <^ 90°, la valeur M de B convient tou- 

jours^ mais pour que Ton puisse prendre aussi B= 1 80° — M, 

il faut que Ton ait 

M>A, 

ou , comme les deitx membres sont inferieurs a 90 degres , 

sin M ]> sin A , 
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c'est-a-dire 

^ sin A 

> sin A ou b j> a. 

a 

On voit que, dans ce cas , la condition de possibilite est 
a^b sin A ; si cette condition est remplie , le probl^me 
admet ime ou deux solutions , suivant que le cdte oppose a 
Tangle donne est plus grand ou plus petit que Tautre cote 
donne. 

Les resultats qui precedent sont conformes a ceux qu'on 
deduit de considerations geometriques que nous croyons 
inutile de rappeler ici. 

118. Remarque. — Dans la solution precedente, on ne 
calcule le cote c qu'apres avoir calcule les angles B et C 5 
or il se pent que, n'ayant pas besoin des angles B et C, on 
veuille calculer directement le c6te c. Pour cela , on peut 
se servir de la formule 

a} z=: b^ -^ c'^ — ibc cos A , 
d'ou Ton tire 



c =z b cos A db ^a^ — b^ sin' A ; 

mais, pour rendre cette formule calculable par loga- 
rithmes , il faut employer un angle auxiliaire , confonne- 
ment a la methode du n® 96, et alors les calculs qu'on doit 
executer sont tons aussi longs que ceux auxquels conduit 
Tapplication de la premiere methode. U y a m&me plus; 
le moyen qui s'offre le plus naturellement pour rendre 
Fexpression de c calculable par logarithmes, consiste a 
poser (n° 98) 

^sinA . 1, V # «sin© 

= sm ® , d ou b = —. 9 

a sm A 

car la valeur de c devient alors 

«sin«pcosA^^ asin(©±A) 

c = 7^ it: a cos <p = r*—; 1 

sm A sm A 
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et Ton voit que Tangle auxiliaire f , dont on s'est servi , est 
precisement Tangle B du triangle. II n*y a done pas lieu 
de modifier la solution du n** H6. 

119. Troisieme CAS. — Etant donnes deux cdtes aet by 
ainsi que l' angle C compris entre ces cdtes y calculer le 
troisieme cdte c et les deux angles A et B. 

On determinera , comme il suit , les angles A et B. On a 

d'abord 

A -hB= i8o« — c, 
ct 

sin A a 

^iTb ""]?'' 
on tire de la 

sin A — sin B a — b 
sin A + sin B a-^-h 

Mais on a (n^ 41) 

sin A — sin B tang y ( A — B) 

sin A -h sin B ~" tang •j( Ah- B) ' 
done 

tangKA — B) __ a^b 

tang;-(A -i- B) ~ a-^b ' 
d^ailleurs tang - ( A + B) = cot - C , done 

I / . «v o. — b \ „ 
tang- (A — B) = . cot-C; 



d'ou , en supposant que a soit ^ i , 
log tang -(A — B) = log(fl— ^)-i- comp log ( a -f- ^) 

•+- 10" cot - C — I o . 

° 2 

A Taide de cette formule, on calculera - (A — B), et comme 

- (Ah- B) = 90° C, on endeduira les valeurs des angles 

AetB. 
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Pour avoir le c6t^ c , on peut se servir de la formule 

a sin C 

sm A 
qui donne 

log c = log a -h log sin C 4- comp log sin A — lo ; 

mais , de cette luaniere , on a trois nouveaux logarithmes a 
prendre , tandis qu'on n'en a que deux nouveaux a cher- 
cher , si Ton opere comme il suit. On a 

' a b c a-h h 

sin A sinB sin C sin A + sin B 
d*ou 

(fl-f- ^)sinC 

sin A H- sin B ' 
on a d*ailleurs (n** 44) 

sin A -H sinB = 2sin- (A -h B)cos-(A — B) 

1 I 

= 2COS - C cos - ( A — B ) ^ 

2 2 ^ ' 



done 



sin C = 2 sin - C cos - C , 

2 2 



__ (fl-h &) sinj C 
~ cosj(A--B) 



et 

log«=log (fl-f-^)-4- log sin -C -h comp log cos- (A — B) — lo. 

120. Remarque. — Si Ton veut caleuler directement le 
c6te c, on se servira de la formule 

c = \/a' •+• ^' — lab cosC. 

Voici le moyen le plus simple de la rendre calculable par 
logarithmes. On a 

cos' - C -I- sin' - C = I , 

2 2 

cos* - C -- sin' - C = cos C , 

2 2 
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on peut done eerire 

= V (« — ^Y ^^' - C 4- (fl H- Oy sin'- C ; 

par cette transformation , le nombre des termes , sous le 
radical, est reduit a deux. Maintenant on calculera un 
angle auxiliaire (p, tel que 

a — b I 
tang 9 = r cot- C, 

et Ton aura 

__(«-!- ^)sin ;C 

COS (J) 

Cette formule est calculable par logarithmes , mais on voit 
que Tangle auxiliaire (p, qu'on doit prealablement calculer, 

n'est autre que - (A — B)^ par consequent, les calculs 

qu'exige cette seconde methode sont identiques a ceux de la 
premiere. Nous avons cru cependant devoir Tindiquer pour 
donner un nouvel exemple des artifices par lesquels on 
parvient a rendre calculables par logarithmes des expres- 
sions qui ne le sont pas. 

121. QuATRiEME CAS. — Etaut douTies les trois cotes «, 
6, c , calculer les trois angles A , B , C. 
L'angle A est determine par la formule 

a^ z= b'^ -^ c^ — Q.bc cos A , 
qui donne 

cos A = ; — = — ; 

2 be 

cette formule ne se pr^te pas facileraent au calcul des lo- 
garithmes , excepte dans le cas ou « , i , c sont des nom- 
bres d'un seul chiffre, mais on peut en d^uire d'autres 

8 
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formules qui permettent de calculer tres-aisement Tangle 
A dans tons les cas. 
On a (n° 59) 

,1 1 -f- cos A . . I . I — cos A 
cos* - A = y sm^ - A = •) 

2 2 2 2 

et, en rempla9ant cos A par sa valeur, 

cos — A — r ————— . — -" ' - 7;— ^ ^ ' 

2 ^bc ^bc ^bc 

• 2* _ 2^r — 6'— r'-f-fl'__o' — (6 — c)'__(flr-h^— c) (a — ^ H-r) 
2 4 ^^ 4 ^^ 4 ^^ 

Soil maintenant, pour abreger, 

a -1-^4-0 = 2/7, 
on aura 

« -h ^ C=1Jl{P C)y 

a — b -+-c=2(/? — b)y 
— a -{- b -^ c =z 2(p — a), 

et, par consequent, 

„* , p{p — «) . oJ . (p — ^) (p — ^) 
2 be 2 DC 

on deduit de la 



w ..iA=v^HWE5 



w -;'=v/'^^^' 



(3) ,.„g:»=Jt£zLiI(£=i). 

^ ^ ^ 2 V p{p — a) 

Dans ces formules, il faut prendre le radical avec le signe -f-, 
car Tangle \ A etant aigu , ses lignes trigonometriques sout 
toutes positives. Chacune d'elles est calculable par loga- 
rithmes. On a pour les calculer les angles B et C des for- 
mules scmUables, qu'on deduit des pr^cedentes par de 
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simples changements de lettres , savoir : 



sin i B = >/(^— )(/>--), sin A C = J^I^Zf^P^Z^ 
a y ac 1 y ah 

cosi B = JpIpEII, eosic = \/^^^^ 
2 y ac 1 y ab 



tang-B = i/ \£——niL^_l^ tang -C = \/^ — , \ — " 

122. Remarque I. — Si Ton ne veut qu'un seul angle, 
A par exemple, on pent employer indifferemment Tune 
desformules (i), (2), (3); mais, si Ton a besoin des trois 
angles, on doit preferer la formule (3) et les deux autres 
semblables, car, en en faisant usage, on n'aura quequatre 
logaritfames a prendre, tandis que, si Ton employ ait la for- 
mule (i) ou la formule (2) et les deux semblables, on au- 
rait sept logarithmes a cbercber. 

123. Remarque 11. — II faut qu'un triangle soit possible 
avec les cotes donnes a , i, e, pour que la valeur de tang - A 

soit reelle, ou que celles de sin -A et de cos -A soient 

reelles et moindres que 1 . On pent retrouver cette condition 
sur les formules que nous venons de donner. 

I®. Pour que la yaleur de cos- A soit reelle , il faut que 

Ton ait jp > a ou i -H c > a , c'est-a-dire que le c6te a soit 
moindre que la somme des deux autres-, en outre, pour que 

la valeur de cos - A soit moindre que i , il faut qu'on ait 

p [p — fl)^ic, ou (J + c)* — a^^^bc^ ou a*^(i — c)', 
c'est-a-dire que le c6te a soit plus grand que la difference 
des deux autres. 

2°. Pour que la valeur de sin- A soit reelle, il faut que 

les facteurs p — i, p — c soient de m^me signe^ ils ne 

8. 
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peuvent etre negatifs , car leur sommc esl egale a a : on a 
done p'^b elp^ c ^ c'est-a-dire fe<^a-|-t?etc<^<2H-i; 

en outre, pour que la valeur de sin - A soit moindre que i , 

il fautqu'on ait (p — b) [p — c)<Cibc^ oua* — [b — c)*<^4^^9 
ou a* <^[b -{-' c)*, oua<^b -\- c. On retrouve ainsi la con- 
dition que chaque cote soit moindre que la somm*^ des deux 
autres. 

• 

3^. Pour que la valeur de tang -A soit reelle, il faut 

que les trois facteurs p — a, p — i, p — c soient positifs 
ou que deux d'entre eux soient negatifs; ce dernier cas ne 
pouvant avoir lieu, on retrouve la condition que chaque 
c6te soit moindre que la somme des deux autres. 

Determination de Vaire da triangle et des rayons des 

cercles circonscrit et inscrit. 

124. ^ire du triangle. — On pent calculer Taire d'un 
triangle quand on connait trois de ses six elements, pourvu 
que parmi eux se trouve aumoins un cote. Nous allons 
examiner les quatre cas qui peuvent se presenter. 

i^. On donne deux cotes a et b a^ec V angle compris C. 

Soit un triangle ABC [fig* lo et 1 1) , abaissons du som- 
met A la hauteur A0-, on a, en designant par s Tairc du 
triangle, 

s=z-aX AO. 

Mais le triangle rectangle AOC donne AO= isinC, on 
a done 

s =z - ab sin C. 

2 

Ainsi raire d'un triangle est egale a la moitie du pro- 
duit de deux cotes multiplie par le sinus de f angle com- 
pris en Ire ces cotes. 
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1^, On donnc deux cdtes a et b et V angle A oppose a 
Vun (Tenx, 

On commenccra par calculer Tangle C (n" 116) , el Ton 
se servira ensuite de la formule precedente. 

3^. On donne un cote a et les deux angles adjacent s 
B et C. 

On a 

I , . _ , // sin B flf sin B 

A = - rto sm C , h ■= — r 



2 sin A sin(B4-C) 

done 

1 rt^sin B sin C 






2 sin(BH-C) 

4**. On donne les trois cotes a, b ^c, 
Ona(nM21) 



sin - t. = \ / ; > COS - L = \ / J > 

ay ^^ '1 y ^ ah 

done 

sin C = a sin - C cos - C = 2 ^-i^: ^^4 -^^ ' 

2 2 , ao 

Rempla9ant sin C par cette valenr, dans la formule 
s = - ab sin C , il vient 



ou p designe le demi-p^rimetre • 

125. On deduit facilement de ce qui precede les formules 
suivantes, dignes d'etre remarquees: 

.„ « A «n ' « .;« ' r — (/^ — ^)(/^ — ^)(/^ — ^) _ 5' 
sin - A sm — B sin — L, =: = — --• 

2 2 2 abc pabc 

^^o * A .^« * n .«c * r — P^PiP — ^)iP-'^)iP --~ ) ps 

cos - A cos — Jj cos — ti = ; ~ = ^-— 9 

2 2 2 aoc abc 

tangiAlangiBtangiCrr — 
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126. Rayon da cercle circonscnt. — Si R designe le 
rayon du cercle circonscrit au triangle , on a (n^ 107) 



R= " 



2. sin A ' 

multipliant haul et bas par be , il \ient 

abc ahc ^^^ 

R = 



2^csinA 4^ ^^P{P — ^}{P — ^)(P — ^) 

127, Rayons des cercles inscrit et exinscrits, — Soil r 
le rayon du cercle inscrit ^ en joignant le centre de ce cercle 
aux trois sommets , on decomposera le triangle en trois 
autres ayant r pour hauteur commune , et pour bases les 



trois cotes a , d , c respectivement \ on a done s=^r 9 

ou 

p y p 

Si I'on designe par a , 6 , y les rayons des cercles exin- 
scrits au triangle , c'est-a-dire des cercles qui touchent res- 
pectivement les cdtes a, & , c et les prolongements des deux 
autres , il est aise de voir que Ton a 

^ = (/? — « ) a = ( /? — ^») 6 = (/> — c) 7 ; 

d'ou Ton tire 

a = = \ / , 

p — a y p — a 

P-b V yiTh 



=?^=\/' 



p[p — a)[p-^b) 



p^c 
On peut aussi ecrire (n*' 121) 

a=/?tang|A, 
^; =/^lang|B, 
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Toutes ces formules sont calculables par logarithmes. On 
peut en deduire unc multitude d'autres plus ou moins utiles. 
Nous nous bornons a citer les trois suivantes, qui sont 
assez remarquables : 



I I I I 

/• a 5 -y 



Du quadrllatere inscriptible. 

128. Nous indiqueroDs ici comment on peut calculer les 
angles , Taire et les diagonales d'un quadrilatire inscrip- 
tible, quand on connait les quatre c6tes. 

Soit ABCD un quadrilatire inscrii [fig. i3) , dont nous 
representerons les cdtes AB, BC,CD, DA](lara, ft,c, rf, 
les diagonales AC et BD par x atj , Faire par s , le rayon du 
cercle circonscrit par R , et les angles par les memes lettres 
qui designent leurs sommets. 

Les angles B et D etant supplementaires ont des cosinus 
egaux et de signes contraires , et les triangles ABC e( ACD 
donnent 

(jp- = fl'H-^' — lab cosily 
^*' \ x^ = c» H- d^ H- 2cr/cos B. 

On tire de ces ^nations , en eliminant x , 



(2) ^ cos B = 



i[ab -hcd) 



Cette formule n'est pas calculable par logarithmes , mais 
on peut e n deduire une qui le soit. On a 

. , 1 „ 1 — cos B I ^ 14- cos B s 

sin' - B = <> cos^ - B = : 

22 22' 
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en rempla^ant cos 6 par sa valeur , il vient 

sm' - B = -^ j-T— — ^ — j~ = ^ 7-1—7- 7; ■ ' 

2 /\(ao ^cd) \[ao '■\- cd) 

I ^ [a-^-by^ic — dY (a -^ b — c -h d)(a ^ b -h c — d) 

cos' — B =r -^ '■ ~ = ^ -^ • • 

7. ^[ab-^cd) l\[ab-\-cd) 

Designons par ay? le perimetre a -f- i -H c -K <i, on aura 
a-j-i-f-c — fl?= i[p — rf) etc. , et , par suite , 



1 y ab-^-cd 

cos . - 



2 V a 



b -^cd 



En divisant ces formules (3) I'une par I'autre, on oblient 
la suivante : 



(4) 



tan«» ' R - t / (/>-^)(f — ^ ) 



qui est calculable par logarithmes. On aurait de m^me, 
pour calculer Tangle A , 



(=) •■"«^=\/i^ 



' * _. [p—''){p—'^) 



b){p-c) 

Les angles du quadrilatere etant connus , on aura les dia- 
gonales par la methode du n*^ H9. Quant a la surface s ^ 
elle est la somme des surfaces des triangles ABC ct ADC \ on 
a done (n° 124) 

s =z~ lab M- cd) sin B ; 
2 

on a d'ailleurs, en multipliant les equations (3) , 



__ ^Sl{p — <i)[ p — b){p — c ][p^ d I 



sin B = 2 , 

ab -\^cd 

done 



Si Ton suppose que le cote d se rMuit a zero , cette for- 



LIVRE QUATRIEME. 121 

mule donne celle qui exprime I'aire du triangle en fonc- 
lion des trois c6tes. 

129. Si Ton veut calculer directement les diagonales x 
et j^, on portera , dans Tune des ^nations (i) , la valeur de 
cos B tir^e de Fequation (2) ; il vient alors 

cd[a''^h'')-\-ah[c''-\-d'') 

. ab -^ cd 
ou 

(6) ^^^ [ac^hd)[ad^bc) 

ah H- cd 
on aurait de m^me 

{ ac^hd){ah-\-cd) 
^^^ -^ ~" ad^bc 

Mais ces forniules (6) et (7) ne sonl pas calculables par lo- 
garithmes. 

En mullipliant et en divisant les equations (6) et (7) 
Tune par T autre , on a 

^ X ctd -f- be 

(8) xyzzzac-^bd, - z= —~ — -, 

^ ^ y ab -h cd 

qui expriment deux theoremes connus de geometrie. 

On pent enfin exprimer le rayon R du cercle circonscrit 
en fonction des quatre e6t^s. On a , en effet (n° 107) , 

X 



2sinB 
d'oii 

^ ^\/{ac '^bd)(ab '^cd)(ad-^bc) 

^' ~" 4 vr>^'=^7-^) {p - c) [p ~^) ' 

130. ^ire d'un quadrilatere quelconque, — On pent 
calculer aisetnent Faire d'un quadrilatere quelconque, quand 
on connait ses diagonales ainsi que Tangle qu^elles forment 
entre dies. 

Soit ABCD {fig* li^) un quadrilatere quelconque; soient 
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AC = a, BD-= i, AOB = « : on a 

aireABO = -AO.BO.sina, aire BCO =- CO . BO sin a, 
a 2 



et , en ajoutant , 



on a de m^me 



et, en ajoutant. 



aire ABC = ~ BO . a sin a ; 

2 



aire ADC = - DO . a sin a , 

2 



afire ABCD ^n-ah sin a. 



Ainsi Vaire d'uii quadrilathre est egale a la tnoitie du 
prodidt des diagonales multiplie par le sinus de V angle 
quelles forment entre elles. 

Exemples de resolution de triangles oil les donnees ne 
sont pas toutes des cdtes ou des angles. 

m 

131. Le nombre des problimes qu^on pent se proposer 
sur la resolution des triangles est illimite. Nous allons citer 
quelque^ cas remarquables. 

Probleme I. — Resoudre un triangle, connaissant un 
cote a , r angle oppose A^ et la somme ou la difference des 
deux cotes bete, 

I®. Si c'est la somme i H- c qui est connue, on prendra 
la formule 

b-^c __ sinB4-sinC _ a sin |(B 4- C) cosj (B — C) _ cosf(B-~C) 
a smA 2sin-J-Acos| A sin^A 

qui permettra de calculer - (B — C) : comme B -I- C est 

connu, on en deduira B et C *, on achevera ensuite la solu- 
tion par la methode du n° 115. 

2°. Si c'est la difference h — c qui est connue , on prendra 



f 
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1 


la formule 


















b 


— c sin B — 


-sin 


C 


2 sin 


i(B- 

2 sin 


-C)co8 
■J-Acos 


HB + 
iA 


^) = 


sinKB — C) 




a sin 


A 




coSyA 



qui permetira de calculer - (B — C) ; on ache vera comme 
dans le premier cas. 

132. Probleme II. — Resoudre uh triangle y conruuS" 
sunt le c6te a , un angle adjacent B, et la sonune ou la 
difference des deux autres cdtes. 

i^. Supposons que la somme b -^ c soil connue. Po- 
sons aH-i-f-c= '2p'^ p elp — a sont connus : or on a 
(n« 121) 

^2 V p{p-b) ^2 V p[p-c) 

et , en multi pliant , 

C B p — a 
tang— tang— =^- 

On calculera C par cette formule , et Ton achivera la solu- 
tion comme au n® 1 15. 

2**. Supposons que la difference b — c soit connue. Po- 
sons , comme precedemment , a-f-i-f-c=2/75p — b et 
p — c sont connus , et Ton a 

C 

2 p — b 



B /? — c 
tang- 



Cette formule permetira de calculer Tangle C. 

133. Probleme III. — Resoudre un triangle^ connais- 
sant la surface s et les angles. 

Nous avons donne (n" 124) la formule 



1 . sin B sin C 



v = - fl 



2 Mn A 
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on en tire 



/ 2* sin 
V sin B SI 



A 

^— — I 

sinC 



On aura deux formules semblables pour calculer les c6les 
h et c. 

134. Probleme IV. — Resoudre un tn'angle, connais- 
saiit le perimetre et les angles. 

Nous avons donne (n^ 125) la formula 

-ir— = cos - A cos - B cos - C ; 
abc 2 2 2 

en y remplacant s par- be sin A, ou be sin- A cos - A , elle 

donne 

/^ sin -5- A 

a rz: — • 

cos Y B cos 7 C 
On calculera a a I'aide de celte formule. 

135. Probleme V, — Resoudre un triangle, connais^ 
sant le rayon r du cercle inscrit et les angles. 

On deduit facilement, des formules precedemmenl don- 

nees, 

I . , 1 _ I 

p — a:=i r cot - A , p — b ^=z r cot - B, p — c = r cot — C ; 

1 2, '^ 2 

on calculera ainsi p — a, p — i, p — c, on en deduira 
ensuite les c6tes a, b^ c, 

1 1 sage des fonctions circulaires dans la geometne. 

136. L' usage des fonctions circulaires n'est pas seule- 
ment borne au calcul numerique. Ces fonctions peuvenl 
etre employees avec succ^s pour la demonstration des theo- 
remes de geometric, et meme pour la solution des pro- 
blemes graphiqucs. Wirn que CTClte application wsoit suffisam- 
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meiu indiquee dans la geometrie analytique, nous ne 
croyons pas inutile d'en doiiner ici deux exemples tres- 
simples. 

Proposons-nous , en premier lieu , de ddmontrer ce theo- 
reme si connu : 

Toute transifersale A'B'C (fig. i5) determine, sur les 
cotes (Tun triangle ABC , six segments telsy que le produit 
de trois segments non consecutifs est egal au produit des 
trois autres. 

On a . dans les triangles AB'C, BC'A', CA'B', en remar- 
quant que deux angles supplementaires ont m&me sinus , 

AC^_smAB^' 
AB'^sinAC'B'' 

BA^_sinAC^ 
BC^"~sinBA'C'' 

CB^sinBA^C^ 
GAT — sinAB'C'' 

et, en multipliant , 

AC ' BA' CR ' 

AB^BC^W = '' ou AC'.BA'.CB' = AB'.BC'.CA', 

ce qu'il fallait demontrer. 

137. Prenons encore ce second exemple. On sait que si le 
triangle ABC est rectangle en A {fig* lo), et qu'on menc 
AO perpendiculaire sur BC , on a la proportion 

AB' BO 



AC CO' 

si le triangle n'est pas rectangle , mais si les c6tes AB et AC 
sont egaux, la m^me proportion a lieu : on demande de 
prouver que ces deux cas sont les seuls ou la proportion en 
question ait lieu. 

k cause de BO = c cos B et CO = b cos C , la proportion 
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donnee peut s'ecrire ainsi : 

c'^ ccosB c cos B 

b^ 6cosC b cosC 

d, .11 C SID Li J 

aiileurs 7-= . ^ > done 
6 smB 

sin C cos B 

., ^ = -^ on sin C cos C = sm B cos B , 

sinB cosC 

ou 

sin 2 B :=: sin 2 C. 

Les angles 2 B et 2 C ont ainsi meme sinus , et eomme leur 
somme est inferieure a 36o degres , ils sent ^gaux ou sup- 
piemen taires \ on a done 

B=C, ou B+C= 90°. 

Dans le premier cas le triangle est isoc^le, dans le second il 
est rectangle. 

Applications numeriques, 

138. Ilconvient, dans les applications numeriques, dv 
prendre les logaritbmes des sinus , cosinus, etc. , tels qu'ils 
^ se irouvent dans les Tables de Callet , car il sera toujours 
facile de retablir leurs veritables valeurs aux caracteris- 
tiques des logaritbmes qu'on calcule. 11 n'y a pas lieu, 
d' aiileurs, de redouter les erreurs qu'on commettrait en 
oubliant que certains logaritbmes ont ete augmentes de 
10 unites, car une erreur de 10 unites sur le logaritbme 
d'uii nombre supprime ou introduit dans ce nombre un 
facteur egal a 10**^ et Ton ne peut manquer de s'en aper- 
cevoir. 

Nous allons donner un cxemple de Tun des cas de la 
i>esolutioii des triangles rectangles, ot un exempic de cba- 
cun des quatre cas quepresentent les triangles quelconques. 



LIVRE QUATRIEME. 



127 



» 

Premier exemple. — On donne 

A=9o»; B = 67** 22' 48', 48; fl = 589™,25i; 
et Von demande de calculer C^ b et c. 

On a d'aboid C = 90^ — B= 2a°37'ii",52 ; voici le 
type du calcul des c6tes b et c : 



Calcul de b. 


Calcul de c. 


b-=: a sinfi. 


c = /icosB. 


log tf 2,77o3oo3 

log sin B 9,9652875 


log« 2,77o3oo3 

log cos B , ^ 9,5850267 


log ft 2,7355378 

6 — 543", 924. 


logc 2,3553270 

c — 226", 635 



Deuxieme exemple. — On donne 

A=r8i*»47'i2",5; B = 38<»i2'47",5; « = 701™, 224; 

el Von demande de calculer C, b et c. 

On a d'abord C = 180° — A — B =: 60° •, voici le type 
du calcul des c6tes i et c : 



Calcul du cdte b. 



b=: 



asinB 
sin A 



log a 



comp log sin A. . . 
log sin B 



2,8458568 
0,0044774 
9,7914024 



log ft 

ft = 438'", 265 



2,6417866 



Calcul du c6te c. 



c 



a sinC 
sin A 



%« 

comp log sin A. 

log sin G ..... 



2,8458568 
0,0044774 

9,9875806 



K'^ 

f=: 61 3™, 57 I 



2,7878648 
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Troisieme exemple. — On donne 

et Von demande de calculer B, C et c. 

Catcul de I' angle B. 



sinB = 



a 



log b 1 ,40024^9 

coinploga 7,6577510 

log sin A 9,6686853 

log sin B 9, 7266772 

11 y a deux solutions : 

B = 32*>i2'i5",2i et B = i47*47'44",79. 



PRKHIE&E SOLUTION. 
B= 32«>l2'l5'S21 



Calcul de V angle C. 

C= i8o« — A — B. 

180° 
A= 27o47'44^77 

B=r 32»I2'l5",21 
C = 120° o' o",02 



Calcul du c6te c, 

a sin C 
smA 

log a 2,3422490 

log sin C 9,9375313 

complogsinA. . . 0,33 1 3 147 

logc 2,61 10950 

= 408'", 408. 



DEUXliHP. SOLUTION. 

B= 147047^44", 79 

Calcul de V angle C. 

C=: i8o«— A — B. 
1800 

A=: 27o47'44",77 

B = , 47047' 44", 79 
c = 4"24'3o",44 



Calcul du c6'€ c, 

asinC 
sm A 

log fl 2,3422490 

log sine 8,8857352 

complogsinA.. o,33f3i47 



log c 1 ,5592989 

r = 36'", 2492. 
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QuATRIEME EXEMPLE. — Otl doTinC 

fl = 424*^,096; ^ = 371", 084 ; C = 2i«47'iai"5; 
et Von demande de calculer A , B et c. 



Calcul de r angle j ( A — B). 



tang|(A-B) = 



a — b 



cot4-C. 



a — b. 

a '\- b. 



53,012 
795,180 
'io<»53'36",25 



log(« — ft) 1,7243742 

comp log (flM- b),. 7,0995346 
log cot |C o,7i568i6 

log tang^ (A— B).., 9,5396904 
i(A— B)— ii^»6'23",75 



Calcul des angles k et h. 



t(A 



B) 
B) 



A 
B 



79" 6'23",75 
i9« 6'23",75 
98oi2'47",5. 
6o«. 



Calcul du c6te c. 

_^ (« -h ft}sinYC 
'' ~ cos|(A— B)* 

log(«-hft) , a,90o4654 

log sin I C - 9»^7642i3 

comp log cos |( A — B) . ... 0,0246099 



log 



2,2014966 



59™,o36. 



l3() TIIAIT^ nE TRlGONOMI^TlllE. 
CiNQUIEME EXEMPLE. On (loil^e 

<^ = 608"', 776; /» — i363™,656; (?n=949'"689; 

el Von demande de calcnlev les anglers A , B , C^ et la sur- 

' Jace s. 

Calcul preliminaire. 

b -\-c 



a 



P = 



.... 1 46 1 ,060 



P — a. 852,285 

P — ^ 97404 

p — c, 5i 1,371 

Calcul de l' angle A. 

y p[p-.a) 

iJog(/>-^) 0,9942884 

|lof;(/?— r) 1,3543680. 

coinp|log(/p — a),. 8,534*7076 
comp|log/>. .... 8,4176659 



logtang^A 9,3010299 

lA... ii°i8'35",75 
A = 22^37' 1 1 ",5o 

Calcul de V angle C 

\\o%(P'^a) ... 1,4652924 

I log (/? — ^) 0,9942884 

comp|log(/?--c). 8,6456319 

comp^logy? 8,4^76659 

log tang |C 9,5228786 

iC i8'>26^ 5",85 

C=: 36«52'ii",70 



log;; 3,1646683 

log (7? — a) 2,93o5849 

log (V — ^ )..... 1,9885768 

log(/? — c) 2,7087361 



Calcul de I* angle B. 



tan[ 



>^"-V p[p-~-b) 

^log (/?—«) 1,4652924 

|log(/?-c) 1,3543680 

comp T log (/? — b). 9,0057 1 1 6 

comp ~ log/? 8,4 1 76659 



log tang I B 0,2430379 

J»B.... 6o»i5'i8",4o 
• B= i2o«>3o'36",8o 

Calcul de la surface. 

s zzz s/p(p — a){p'-- b){p —c). 

|log;;» 1,5823341 

ylog(/? — /?)... . 1,4652924 

^HiP-b) 0,994*884 

|log(/? — c) 1,3543680 

log ^ . ... 5,3962829 

s= 249o47»'»S9 . ' 



Verification A 4- B 4- C = i8o«. 
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139. Comme exemple de calcul num^rique, nous traite* 
rons encore la question suivante : 

Quel doit €tre le rayon d'un cercle pour que la difte- 
f^nce entre un arc de lo metres et sa corde soit plus petite 
que o"",ooi? 

Designons par R , a , c les nombres de metres contenus 
dans le rayon OM d'un cercle [fig. 6) , dans Tare MN, et 
dans la corde MN respectivemem. Abaissons du centre O le 
rayon OA perpendiculaire en P sur MN , et appelons w le 
nombre qui mesure Tangle MOP 5 on a (n°* lOi , 103) 

arc MA = R<u , MP = R sin «> , 

et ,en multi pliant par 2 , 

a=2Rw, c=2Rsinw, 
d'ou 

a — <:=r 2R(ft) — sin &>}. 

Or on a (n«81) 

w — sm w <r -. ; 

4 

done 

^Rw^ 
a — c <; , 



ou 5 en mettant — - au Ijeu de co , 

2R 



a' 



Supposons maintenant «=io; pour elre assiire que 
a — c est <^ 0,001, il suffit, en vertu de Tinegalite prece- 
dente , que Ton ait 



c'est-a-dire 



IO-' . 

— — .= on < 0,001, 
loR- 



1 000000 
R^ - on ^ rr — > 



9' 
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OU 

^ ^ lOOO ^ ^ 

R zrr oil J> — J — =r OU > ?.5o. 

4 

Ainsi , dans un cercle dont le rayon est egal ou superieur 
a 25o metres, la difference entre un arc de lo metres et sa 
corde est plus petite que i millimetre 

Operations sur le terrain, 

140. Nous allons trailer maintenant quelques questions 
qui se presentent frequemment dans la pratique. La solu- 
tion de ces questions exige que Ton mesure d'abord sur le 
terrain cerlaines longueurs et certains angles; oji y par- 
vient a Taide d'instruments qu'il n'entre pas dans notrc 
sujet de decrire, et pour lesquels on devra consulter Ics 
ouvrages speciaux. Nous nous bornerons ici a indiquer les 
mesures qu'il faut prendre dans chacun de ces probUmes , 
el les calculs qu'on doit executer ensuite pour achever la 
solution. 

1 41 . Probleme I . — Troui^er la distance cVun point B 
( fig. lo) h un point A inaccessible. 

On mesurera , a partir du point B, une base BC, et les 
angles ABC et ACB , formes par celte base , avec les rayons 
visuels diriges de B et C vers A : on connaitra alors , dans 
le triangle ABC, un cote et les deux angles • adjacents, et 
Ton calculera le cote AB par la melhode du n** US. 

Remarque. — Pour eviter les angles trop aigus, la 
base BC ne doit etre prise ni trop grande ni trop petite. 

142. Probli^me II. — Troui^er fa hauteur (Tun point 
au-dessus de Vhorizon, 

Soil AS {fig* i6) la hauteur qu'il s'agit de mesurer. Si 
Ton pent approcher du pied A de la verticale AS , on pren- 
dra, sur le terrain suppose de niveau, une base AB que 
Ton mesurera 5 au point B , on placera Tinslrument a I'aide 
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duquel on visera le point S du point C, on mesurera Tangle 
(lu rayon visuel CS avec la verticale C^ , lequel est egal a 
Tangle DSC. Si done on imagine DC parallele a AB, on 
connaitra, dansle triangle rectangle CDS, le c6teCD= AB 
et Tangle aigu CSD;oncalculeralac6teSD, et, en ajoutant 
AD , qui est egal a la hauteur BC de Tinstrument , on aura 
la hauteur cherchee. 

Si Ton ne pent approcher du pied dc la verticale AS , on 
prendra sur le terrain une base BE, on placera Tinstru- 
ment en B, et, comme precedemment , on visera le point S 
du point C ] on mesurera Tangle du rayon visuel CS avec 
la verticale Cz , et celui que forme ce m^me rayon visuel 
avec Thorizontale CF parallele a BE^ puis^ transportant 
Tinstrument en E, on visera de meme le point S du point 
F, et Ton mesurera Tangle du rayon visuel FS avec CF.On 
connaitra ainsi , dans le triangle CSF, le cote CF = BE et 
les deux angles adjacenls ^ on pourra done calculer le cote 
SC : alors, dans le triangle rectangle CSD, on connaitra 
i'hypotenuse SC et Tangle aigu CSD; on calculera SD, et , 
vn ajoutant AD, on aura la hauteur cherchee. 

143. Probleme III. — Troui^er la distance de deux 
points inaccessibles , 

Soient A et B [fig* i4) '^s deux points inaccessibles dont 
T)n veut determiner la distance. 

On mesurera sur le terrain une base CD , et les angles 
ADC, BDC, ACD et BCD; si les quatre points A, B, C, D 
sont dans un meme plan, Tangle ACB est la difference des 
angles ACD et BCD, sinon on devra mesurer directement 
cet angle. Cela pose, on connait, dans chacun des triangles 
aVCD et BCD , le cote CD et les deux angles adjacents , on 
pouira done calculer les coles AC et BC; en resolvant en- 
suite le triangle ACB, on I'on connait les cotes AC et 
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BC, ainsi que Tangle compris, on aura la distance cher- 
chee AB. 

Voici le detail du caleul. D^ignons par la notation ha- 
bituelle les c6tes et les angles du triangle ABC , et posons 
en outre CD = c? 5 on aura , pour determiner log a et log fe, 

log « = log ^ + log sin BDC -\- comp log sin (BDC 4- BCD) — 10, 
log ^ = log (J -h log sin ADC 4- corap log sin (ADC -h ACD )— lo . 

II n'est pas necessaire, comme on va voir, de calculer 
les cotes a et i , leurs logarithmes suffisent. Resolvons le 
triangle ABC ; on a (n^ H9) 

tang - A — B) = cot - C. 

^2 ' a-^h 2 



Soit (jp un angle auxiliaire , tel que 



on aura 



^=:aiang(j> ou tang9 = -; 



tang- A — B) = ^ cot- c, 

'^ 2 ^ ^ ' \ ^ tanK «p 2 ' 



tang (j> 

ou , a cause de tang 45^ = i , 

I , _ , tang 45° — tane © i , . ^ ,1 

tang - A — B) = ^\^ ,^^^ ^' cot- C = Ung (45» - cp cot - C. 
°7. ' i-f- tang45"tang<j> 2 ® ^^ ''2 

II suit de la que Tangle - (A — B) peut 6tre calcule par la 
formlile 

log tang - ( A — B) = log tang (45° — <p) -H log cot - C , 
2 2 

Tangle auxiiiaire f ayant et^ pr^alablemeut calcule par la 
formule 

log tang y = log ^ — log ^. 



J 
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Coiinaissaiit la diflerence des angles A el B , el, par con- 
sequent, ces angles eux-m6nies, on aura la dislance cher- 
ch^e 6", par la formuU* 

rtsinC , , , • .. 1-4 

f' = —. — —-9 lot' c = loc a -+- lot? sm L -h coinp loi' sm A — i o. 

144. Probleme IV. — Trois points A, B, C (fig. 17) 
sont sillies sur un terrain uni, et I 'on tleniande dy retrou- 
v^er le point M, d'ok les distances AK et BC ont ete vues 
sous des angles connus aet S, 

Le point M est a rintersection des segments capables 
des angles a et o, construits sur AB et BC respeclive- 
ment. 

Soient AB = a , BC = i , et prenons pour inconnues les 
angles MAB = x et MCB = 7. I.es triangles AMB et CMB 
donn(^nt 



d'on 



a sinji: ^.. b sin r 

Sin a sin b 



a sin JT A sin/ 

sin a sin ^ 



et 



sin x h sin a 
sin X* a sin 6 

Soil cp un angle auxiliaire, telque 

b sin a 
tan^' cp = — r—z \ 
« sm 5 

on aura 

sin X 

— langcp, 

sin/ 
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d'ou 

sin X — sin J tang y — i , 

sin X -t- sin/ tang <j> -4- i 
ou (n** 44) 

tang|(x.~r) tangy~tang45o ^^„g(^_45o), 
langK^H-j) n- tang (p tang 45° ^^^ ^ * 

On a d'ailleurs , eu d^signant par ci) Tangle ABC , 

.r -J-/ =r 36o° — a — 6 — w, 
done 

I / a -+- 6 -J- w\ 
tang -{x — j) = tang ((p — 45**) tang I ISC' J • 

A Taide de cette formule, on calculera Tangle -{x — j^ ) , 

et comme x -^y est connu , on aura les angles x ely qui 
d^terminent la position du point M. 

Remarque. — Si Tun des facteurs de tang - (x — y^) est 

nul sans que Tautre soil infini , les angles x ely sont ^gaux 
entre eux. Mais si le second facteur est infini, le premier 

est nul et la valeur de tang - [x — y) se pr^sente sous la 

forme - • On pent verifier que , dans ce cas , le problime est 
effectivement indetermine. En effet , la condition pour que 

(o a-+-'6-f-w\ 
i8o*» 1 

soit infinie est que 

c'est-a-dire que le quadrilatire ABCM soit inscriptible 5 par 
consequent, les deux segments capables des angles a et £ 
dont Tintersection determine le point M, coincident. Alors 
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tang (9 — 45**) est nulle. En effet, tanff(p=-r- ^ : -: — ; 
^' ^ ' smb sina 

h fi 

mais -; — ;;et -: — sont (n° 107) les diametres des cercles 
sin 6 sm a ^ ' 

circonscrils aux triangles ABM et ACM, et puisque ces 

deux cercles coincident, on a tang 9 = 1, par suite tp = 45", 

et tang ((p — 45*^) == o. 

Questions proposecs. 

i. R^soudre un triangle, connaissant la base, la hau- 
teur, etla diir<$rence des angles a la base. 

2. Resoudre un triangle , connaissant les trois hauteurs . 

3. Resoudre un triangle, connaissant les rayons des 
cercles exinscrits. 

4. Calcuier I'aire d*un trapeze dont on connait les 
qua t re c6tes. 

5. Construire un triangle equilateral dont les sommets 
reposent sur trois circonferences concentriques , ou sur 
tt*ois droites paralleles situees ou nondans un meme plan. 

6. Par un point O, pris sur le prolongement du dia- 
metre AB d'un cercle ayant C pour centre, on mene 
une secante OMM', et Ton denoiande de demontrer que 

le produit tang- MCO. tang- M' CO est constant, quelle 

que soit la secante menee par O (fig* 18). 

7. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d'un m^me 
point , sont coupees par une secante PAQB 5 demontrer que 

le rapport ^ • ^ ^ ^^^e valeur constante {fig- 19). 

8. Quatre plans OP, OA, OQ, OB, raenes par une 
meme droite O , sont rencontres par une secante PAQB ^ 
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demontier que le rapport -— : ^- a une valeur cons tan te 

9. Trouver les surfaces des polygenes regulier* de n 
cotes inscrit et circonscrit au cercle de rayon r en fonction 
de n el r. En d^duire les relations connues entre les sur- 
faces des polygenes reguliers fnscrits et circonscrits de n et 
in cotes. 
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TRIGONOHETRIG SPUfiRIQUE. 

But de la trigonometrie spherique. — Relations entre les angles et les c6tes 
d'un triangle spherique. — Methode pour deduire des relations prece- 
dentes celles- qui sont relatives aux triangles rectilignes. — Resolution des 
triangles spheriques rectangles. — Resolution des triangles spheriques 
obliquangles. — Formulas de Delambre et de Neper. — Application des 
formulas de Neper a la resolution des triangles spheriques. -^ Resolution 
d'un triangle spherique dont les cdtes sont tres-petits par rapport aii 
rayon dela sphere. —Applications dela trigonometrie spherique. 



But de la trigonometrie spherique. 

145. La trigonometrie spherique a pour but la resolu- 
tion des triangles spheriques. Resoudre un triangle sphe- 
rique, c'est calculer les nombres de degres, minutes, etc.* 
que contiennent ses cotes et ses angles, quand on a un 
nombre de donnees suffisant pour que le triangle soit de- 
termini. 

Quand on connait les nombres de degres contenus dans 
les cot^s d'un triangle spherique, on trouve facilement , si 
Ton en a besoin (n° 86) , les rapports de cesc6tes au rayon 
de la sphere. 

Nous ne considerons que les triangles spheriques dont 
les c6tes sont moindres que 1 80 degres , en sorte que si 
ABC {^g' 20) est un triangle spherique trace sur une 
sphire dont le centre est O, en joignant ce point O aux 
trois sommets , on formera un angle tri^dre dont les angles 
plans et les angles di^res seront mesures par les mcmes 
nombres (n° 401 ) que les cot^s et les angles du triangle 
spherique, pourvu qu'on prenne pour unite le rayon de la 
sphere. 



1 



l4o TRAlTr^ DE TRIGONOMfeTRIE. 

Nous designerons toujours, dans ce livre, par A, B, C 
les nombres de degres contenus dans les angles dan trian- 
gle , et par a , A , c les nombres de degres contenus respec- 
livement dans les coles opposes. 

Relations entre les angles et les cotes fVun triangle 

spherique. 

i46. Relations entre les trois cotes et un angle. — Soil 
ABC {fig' 20) un triangle spherique trace sur une sphere 
quelconque dont le centre est en O , et dont nous prenons 
le rayon pour unite. Nous supposerons que les cotes b et c 
sont moindres chacun que 90 degres. Joignons le centre O 
aux trois sommets, et menons aux arcs AB, AC, les tan- 
gentes AD, AE qui rencontrent en t) et E respectivemeni 
les rayons OB et OC prolonges. On a 

AD = tang c , OD :n= sec c , AE = tang b , OE = sec b , 

et 

DAE = A, DOE = rt. 

Cela pose , les triangles DAE et DOE donnent 

DE = AJD V AE~~ 2 AD AE cos DAE , 

De'= OdV Oe'— 2OD.OECOS DOE, 
d'oii , en retranchant ces egalites I'line de I'autrc , 

(Od'— AD ) + (of/— Ae) —aOD.OEcosDOE 

2AD.AEcosDAE = o, 



ou, en remarquant que OD — AD = OE — AE = i , ct 
divisant par 2, 

1 — sec b sec c cos a H- tang b tang c cos A == o. 
Mais 



,1 I 

sec z= 9 se(^ r 



cos b cos r 

sin b sin c 

tani^ b =z J f tanc c = ; 

cos n COST 
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ou a done 

COS a sin ^ sin v cos A 
I 1 — o , 

cos b cos c cos V cos c 

ou 

COS a = cos b cos c -|- sin ^ sin c cos A . 



Telle est la relation qui existc entre Tangle A et les irois 
c6tes. 

147. Nous avons suppose, dans la demonstration prece- 
dente , que les cotes i et c sont moindres que 90 degres , 
mais la formule trouvee est generale. 

En effet, supposons d'abord (/%. 21) c]>90°, mais 
b <^ 90°, et prolongeons les arcs de grands cercles AB et BC 
jusqu^a leur rencontre en B'^ en faisant AB' = c', CB'=: a', 
le triangle AB'C donne 

cos a' = cos b cos c' + sin b sin c' cos B'AC , 

car les cotes e' et b sont moindres que 90 degres. En rem- 

pla9ant a', c' et B' AC par leurs valeurs 180° — a , 180° — c, 

180*^ — A, et changeant les signes des deux membres, il 

vient 

cos a = cos b cos c -h sin b sin c cos A , 

ce qui est la relation du n^ 146. 

•Supposons maintenant b ^ 90" et c ^ 90^ 5 prolongeons 
(Jig. 22) les c6tes AB et'AC jusqu'a leur rencontre en A': 
en faisant A'C = ft', A'B = c', le triangle A' BC donne 

cos a z= cos b' cos c' -f- sin y sin c' cos A', 

et, en rempla^ant &', c' et A' par leurs valeurs 180^ — b , 
180° — c, A , il Tient 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A , 

cequi est encore la relation du n*^ 146. 

Enfin cette relation est vraie encore, si I'un des cotes b 
et c, ou tous deux , sont egaux a 90 degres. Si les coles b 
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et c sonl tous deux egaux a 90 degres , elle devieut 

cos a =z cos A ; 

et cette egalite est evidenle , car, le point A etant le pole du 
cote BC , on a A = a. 

Supposons done que le c6te c seul soit egal a 90 degres ; 
prenons sur Tare AC {fig- 23) AD = 90^, et menonsrarc 
de grand cercle BD. Si BD = 90^, le point B est le pole de 
Tare AC; on a done a la {ois a = 90°, b = 90*^, et aussi 
A == 90^, car le triangle ABD est tri rectangle : alors la re- 
lation du n° 146 se reduit a Tidentitd = 0. Si BD est 
different de 90^, le triangle BDC donne 

cos a = cos CD cos BD -+• sin CD sin BD cos CDB : 

d'ailleurs 

cos CDB = o , cosCD = coszir (90 — b) =z sin ^ , cos BD = cos A ; 

on a done 

cos« = sin A cos A. 

Or c'est precisemeni a cette formule que se reduit celle 
du n° 146 quand on y fait Thypo these c = 90°. Cette der- 
niere est done demontree dans tous les cas. 

148. De la formule qu'on vient d'elablir on en d^duit 
deux autres semblables par de simples changemeiits de ' 
lettres. On a done les trois relations 

Sees a = cos b cos c + sin ^ sin c cos A , 
cos b = cos a cos c -^ sm a sin c cos B , 
f cos c z= cos a cos ^ -f- sin a sin b cos C , 

qu'on doit regarder comme les formules fondamentales de 
la trigonometric spherique. U ne saurait , en effet, en 
exister une autre distincte de celles-la *, car, autrement, en 
eliminant les angles A , B, C, a I'aide des formules (i) , on 
aurait une relation non identique entre les trois c6tes, cv 
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qui est absurde. Mais on peut, des relations (i) , en de- 
duire plusieurs autres qu'il est indispensable de conpaitre. 

149. Relations entre deux cotes et les deux angles 
opposes, — Pour avoir une relation entre les c6tes a , A et 
les angles A et B , il suffit d'^liminer c entre les deux pre- 
mieres des equations (i) ; mais on parvient plus simplemeut 
au resultat en operant de la mani^re suivante. 

La premiire des equations (i) donne 

cos a — cos b cos c 

cos A = ; r-^. 9 

sm o sm c 

d*ou 

. ^ , sin' b sin'' c — ( cos a — cos ^ cos c)' 

sm* A = I -- cos' A = « rVv— ^-^ 

sin' b sm' c 

(i — cos* b) (i — cos'c) — (cosrt! — cos b cos r)'^ 

— ^— ^ I III - I - _ ■ - -W ^ r i***^™^- - — ■ ■■ - -W ■ ■ I ■ I !■ M 11 II !■ I I I ■■ 11 I ■—■■■■- 

sin' b sin^ c 

I — cos' c — cos' b — cos' a A- 7. cos a cos ft cos r 

sin' b sin^ c 

et , par consequent , 

sin' A 1 — cos' c — cos' b — cos' cr -f- 2 cos a cos b cos c 
sin' a sin' a sin' b sin' c 

ski^ A 
Cette valeur de -;— ~ ne change pas quand on y chang(» 

les lettres a^ h, c les unes dans les autres , et , par conse- 

on a 

sin' A sin' B sin' C 



quent, 



sin- a sin' b sin' c 

enfin , comme les angles et les cotes d'iin .triangle sont 
raoindres que 180", on a 

sin A sm B sin G 

^ ' sin a sm b sm c 

ce qui exprimeque dans tout triangle spherit/ue, les sinus 
des angles sont proportionnels aux sitius des coles op- 
poses. 
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150. Relations entre deiix cotes, I 'angle compris par 
ces cotes et V angle oppose a I* un d^eux. — Pour obtenir 
une relation entre les c6tes a , Z> et les angles A et G , il 
suffit d'eliminer c entre la premiere et la derniere des re- 
lations (i); on simplifie Telimination en faisant usage des 
formulas (2). 

En eliminant cos c entre la premiere et la derniere des 
equations (1) , on trouve 

cos a = cos a cos' b + sin a sin b cos b cos C + sin ^ sin c cos A ; 

en faisant passer cos a cos' b dans le premier nombre, 
remplacant i — cos* b par sin* b et divisant ensuite par 
sin a sin b , il vient 

. , , ^ sine cos A 

cot a sm 6 = cos cos C A ; : 9 

sin a 

, , sin e sin C .^ . 

ct, a cause de -: — = -: — -? il vient 

sma sin A 

col a sin ^ = cos b cos C 4- sin C cot A; 

c^est.la relation qu'il fallait obtenir. 

On en deduit cinq autres semblables par de simples chan- 
gements de lettres, et Ton a en resume les six equations 
suivantes : 

cot a sin ^ = cos b cos C -4- sin C cot A , 
cot 6 sin fl = cos a cos C -f- sin C cot B , 
cot flf sin c =r cos c cos B -h sin B cot A , 
cot c sin a = cos a cos B + sin B cot G , 
cot ^ sin c r=: COS c cos A -}- sin A cot B ,\ 
cot c sin ^ = cos b cos A -+- sin A cot C. 



(3) 



151. Relations entre un cote et les trots angles, — On 
obtiendrait une relation entre a, A, B, C, en eliminant h 
et c des equations (1) , mais on y arrive plus simplement en 
faisant usage du triangle polaire ou supplementaire. Soient 
A', B', C les angles et a', b\ c' les c6les du triangle sup- 
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plementaire du propose ; on a 

cos a! = cos h' cos e* + sin h' sin d cos A'. 

Rempla(ant a\ J', c', A' par leurs valeurs i8o^ — A, 
1 80® — B, 180^ — C, 180^ — a, et cLangeant les signes 
des deux membres , il vient 

cos A = — cosB cosG H- sin B sin C cos a. 

On deduit de la les trois nouvelles relations 

icosA= — cosBcosG + sinB sinCcosn, 
cos B = — cos A cos C H- sin A sin C cos h^ 
cos C = — cos A cpsB 4- sin A sin B cos r . 

152. i2as particulier des triangles rectangles. — Les 
angles aigus ou obtus d'un triangle spherique sont appel^s 
angles obliques. Lorsqu'un triangle spherique n'a qu^un 
seal angle droit, le c6t^ oppos^ s'appelle hypotenuse. 

En faisant Thypothise A = 90° dans celles des rela- 
tions (i), (2), (3), (4) qui contiennent Tangle A, on ob- 
tient les suivantes , qui sont particulieres aux triangles rec- 
tangles : 

(5) cos a = cos b cos c ; 



.^, (sin 6 = sin a si 

(6) J . . . 

^ * ( sin c = sin a SI 



sinB, 
sinC; 



(7) 



tang b = tang a cos C , 
tang c = tang a cos B , 
tang b=smc tang B, 
tang c = sin ^ tang € ; 

Iicos a = col B cot G , 
teosB = cos^sinG, 
cos G = cos c sin B. 

L'equation (5) exprime que: 

Dans un triangle spherique rectangle ^ le cosinus de 

lO 



1 46 TRAIT6 DE TRIGONOM^TRIE. 

Vhypotenuse est egal au produit des cosinus des deux 
autres cdtes. 

II en resulte que les cosinus des trois c6tes sout positifs , 
ou que deux d'entre eux sont negatifs ; par consequent , 

Dans tout triangle rectangle, les trois cdtes sont 
moindres que 90 degres , ou bien un seul de ces cdtes est 
moindre que 90 degres 

Les equations (6) expriment que : 

Dans tout triangle spherique rectangle , le sinus de Vun 
des cdtes de V angle droit est egal au sinus de Vhypote- 
nuse multiplie par le sinus de I * angle oppose. 

Les deux premieres Equations (7) expriment que : 
Dans tout triangle spherique rectangle ^ la tangente de 
I'un des cdtes de l' angle droit est egale a la tangente de 
Vhypotenuse multipliee par le cosinus de V angle ad^ 
jacent, 

Les deux derniires des Equations ( j ) expriment que : 
Dans tout triangle spherique rectangle , la tangente de 
Vun des cdtes de V angle droit est egal au sinus de V autre 
cdtCy multiplie par la tangente de V angle oppose au pre- 
mier cdte. 

II en resulte que la tangente d'un angle oblique est de 
m^me signe que la tangente du c6te oppose ^ par consequent, 
ce c6te et cet angle sont de m^me espece, c'est-a-dire qu'ils 
sont tous deux plus grands ou plus petits que 90 degres. 

La premiere des equations (8) exprime que : 

Dans tout triangle spherique rectangle, le cosinus de 

Vhypotenuse est egal au produit des cotangentes des 

deux angles obliques, 

Les deux dernieres equations (8) expriment que : 
Dans tout triangle spherique rectangle y le cosinus d *un 

angle oblique est egal au cosinus du cdte oppose , multiplie 

par le sinus du second angle oblique. 
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Methode pour deduire des relations precedentes celles qui 
sont relatives aux triangles rectilignes. 

155. II se presente des questions ou il est necessaire de coosi- 
derer les relations qui existent enire les longueurs des cotes d'un 
triangle spheriqiie et les angles. 

Laissons indeterminee, pour plus de generalite, Funite lineaire, 
ct soient a , 6,7 et R les nombres qui mesurent les c6tes d'un 
triangle spherique , et le rayon de la sphere sur laquelle il est 
trace. Si Ton eut pris le rayon de la sphere pour unite , les cotes 

eussent ete representes par — > ^9 ~; il suffit done de remplacer 

R R R. 

les lettres a^ byC par ces fractions dans celles des formules prece> 

dentes qu'on a besoin de considerer [*]. 

En particulier , si Ton veut deduire les formules de la trigono- 

metrie rectiligne de celles de la trigonometric spherique , il sufQra 

de remplacer dans ces dernieres a^b ^c par — j ~ > ^5 et de cher- 

R R R 

cher ce qu'elles deviennent lorsque a , 6 , 7 restant constants , R 

devient infini. Nous allons faire Tapplication de ce qui precede 

aux formules (i) et (2) , mais rappelons d'abord un resultat obtenu 

au n^ 85 , et dont nous avons besoin. 

On a vu que , x designant un arc compris entre o et -? on a 



x^ 



%\nx<^x et sina:"|>x — j^t 

o 

JC ' x^ x^ 

COS a: ^ I et cos^ <* i 1 7; 

^ 2 2 24 

si done on designe par et X deux fractions dont la valeur depend 
de X y mais qui sont toujours comprises , la premiere entre o et •>• , 

[*] On arrive a la m^me conclusion en remarqaant que si Ton imagine 

un triangle semblable au propose sur la sphere de rayon i , les cdtes de ce 

a' 6 y 
second triangle ont pour longueurs — j « ' » > ®* ren ferment d'ailleurs les 

m6mes nombres a , ft , c de degres que le propose. 

10. 



« I 



1 
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la seconde entre o et ^ , on peut poser 

sinj: = x — 6.r*, 



cos^a: =1 h "kx*. 

2 

Considerons maintenant la formule 

sin a sinb 

sin A sin B ' 
g 
en mettant 5-1 ^ an lieu de « et A, il vient 

.*^ a .6 

smjf s.n- 



sin A sin B ' 
ou, en designant par 9 et 0' deux fractions comprises entre o et |, 

R R^ R ""^ r5^ 

; __- . —.J 

sin A sin B 

ou 

sin A sin B 

Faisant R = oo , il vient 

a 6 



sin A sin B 

ce qui est la formule fondamentale de la trigonometric rectiligne. 
Considerons encore la formule 

cos a =z cos b cos c + sin 6 sin c cos A, 
ou 

cos — = cos — cos tt -h sm — sm '- cos A; 
R R K R R 

on en deduit^ en designant par \ , V, V des fractions inferieures 
i 77 , et par 0, G' des fractions inferieures k 7, 

V^ -IR'-^ R^) = V "^^"^ R^) V ~ -"R'^ R^) 



\B R^/ \R "" "rTJ 



cos A. 



[ 
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Effectuant les operations indiquees dans le second membre , 
; supprimant l*umte dans chaque membre, multipliant tout par -R' 

I et faisant ensuite R = oo , il vient 

i a*=6'-t-Y» — 267COSA, 

qui cat la relation entre trois cotes et un angle d'un triangle rec- 
tiligne. 

Resolution des triangles sphSriques rectangles. 

i54. Un triangle splierique pent etre birectangle ou 
m^e trirectangle. D^ns le premier cas, deux c6tes sont 
^aux a 90 degr^s, et le troisi^me c6te est ^gal a Tangle 
oppose. Dans le second cas , les trois e6tes sont ^gaux a 
90 degres. Les triangles de cette espece ne peuvent done 
donner lieu a aucun probl&me. 

La resolution des triangles qui ont un seul angle droit 
pr^ente six cas distincts que nous allons traiter, mais 
nous avons , auparavant, une remarque importante k £aire. 

Lorsqu^un cdt^ ou un angle d'un triangle splierique 
est donne par son cosinus , sa tangente ou sa cotangente , 
sa valeur est determinee ; car ce c6te ou cet angle est com- 
pris entre o et i8o degres. Mais s'il est donne par son 
sinus , il n'est pas entiirement determine ; car a un sinus 
donne correspondent deux arcs ou deux angles supplemen- 
taires. 

155. Premier cas. — £tant donnes V hypotenuse a et 
un c6te b de V angle droit y calculer le troisikme cote c et 
les deux angles obliques B et C. 

L'^quation (5) donne, pour calculer c , 

cos a 

cos c = r : 

cos o 

et, pour calculer B et C, la premiere des ^nations (6) et 



l5o TRAIT^ D£ TRIGONOM^TRIE. 

la premiere de^ ^uations (7) donnent 

. ^ sin b ^ tang b 

sin B = - — , c6s C = — - — 
sin a tang a 

Remarque. — Le probleme n'a qu'une solution , bien 
que Tangle B soit donne par son sinus ^ car on sait que B 
et b sont de m^mc espece (n° 152). 

156. Deuxieme cas. — Etant donnes les deux cdtes b 
etcde V angle droit y calculer V hypotenuse a et les deux 
angles obliques B et C. 

L'equation (5) donne, pour calculer a, 

cos a = cos b cos c , 

et, pour calculer les angles B et C, les deux demiires equa- 
tions (7) donnent 

„ tang b „ tasis c 

tangB = -^-^-, •tangC=-r^- 
sm c ° sm b 

157. Troisieme cas. — tkant donnes r hypotenuse a et 
V angle oblique B^ calculer le deuxieme angle C^ et les 
deux cdtes b et c de V angle droit. 

La premiere equation (6) , la deuxiime equation (7) et 

la premiere equation (8) donnent 

• 1^ • • • « T^ ^ cotB 
sin 6 = sm a sm B , tanjy c = tanc a cos B , tang C '=. 

Remarque. — Le probleme n'a qu'une solution \ car la 
seule inconnue b qui soit donn^e par son sinus est de 
m^me esptee que Tangle donne B. 

158. QuATRiEME cAs. — £tant donnes un cdte b de 
V angle droit et V angle oppose B , calculer les cotes a 
et c, ainsi que V angle C. 

La premiere equation (6) , la troisieme equation (7) et 
la deuxieme equation (8) donnent 

sin b tanc b . ^ cos B 

sin a rrr -: — -- Sin c = — ^ , Sin C = r * 

sm B tang B cos b . 



r 
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Discussion, — Les trois inconnues a, c et C sont don- 
nees par leur sinus , en sorte que chacune d'elles est suscep- 
tible de deux valeurs supplemental res. II importe done 
d'examiner les valeurs (ju'il faut prendre ensemble. 

D'abord , si £ = B , on a 

sin tf = sin c =r sin C = I , a = c =. C = 90° , 

et le triangle est birectangle. Supposons done b different 
de B. 

1°. Si i est <^ 90°, il faut , pour que le problime soit 
possible , que B soit aussi <[ 90*^, et qu'on ait i <^ B. Sup- 
posons cette condition remplie : cos b etant positif , I'Ajua- 
tion cos a = cos b cos c montre que a et c sont de m^me 
espece; c et C sont d'ailleurs aussi de m^me espice. Si done 
on d^signe par a', c' et C ' les valeurs inferieures a 90 degres 
que les Tables font connaitre pour a , c et C , on aura ces 
deux solutions : 

a = i8o<> — a', c=z i8o« — c', C = 180° — C 

2°. Si b est > 90°, il faut, pour que le probl^me 
soit possible, qu'on ait B>go^ et 6 ^ B. Supposons 
cette condition remplie : cosi etant negatif, I'equation 
cos a = cos b cos c montre que a et c sont d'espices diffe- 
rentes^ et, comme c et C sont de mfeme espece, en desi- 
gnant toujours par a', c' et C les valeurs de a, c et C que 
les Tables font connaitre, on aura ces deux solutions : 

az=za', c=ri8o° — c', C=i8o<»— C, 

rt— i8o°— /?', c = c', C==:C'. 

Remarque, — II est facile de voir, a priori , qu'en ex- 
ceptant le cas de 6 =: B, le probleme admet deux solutions 
lorsqu'il est possible. Supposons, en effet, que le triangle 
ABC, rectangle en A {fig, 21), satisfasse a la question, 
et prolongeons les coles AB ct BC jusqu a leur renconlre 



' 
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en B'; on fonnera un second triangle rectangle AB'C qui 
satisfera aussi a la question. 

159. GiNQtJiEME CAS. — Etaut dofiTies le cotc b etV angle 
adjacent C, calculer V angle B et les deux cdtes b et c. 

La premiere et la quatrieme des equations (7) donnent^ 
pour calculer a et c , 

iAnsb . , ^ 

tang a = — 2— , tang c = sm 6 tang C; 
^ cos C ° ° / 

et la deuxiime ^nation (8 ) donne , pour calculer B , 

cos B = cos b sin C. 

160. Sixi^icE CAS. — Etant donnes les deux angles 
obliques B et C , calculer les trots cotes a, t, c. 

Les formules (8) donnent 

^ , cosB cosC 

cos a =r cot Boot G. cos 6 = -: — ^^ co&c:=^— — — • 

sm G sin B 

161. II y a une precaution a prendre avant d'appliquer 
le calcul des logarithmes aux difierents cas que nous venons 
de traiter. Voici en quoi elle consiste : si Tangle ou Tare 
qu'on veut calculer est donn^ par son cosinus ou sa tan- 
gente , et que la valeur de ce cosinus ou de cette tangente 
soit negative, on calculera a sa place Tangle supplement 
taire qui a , au signe pris , m^me cosinus et m^me tangente. 

Resolution des triangles spheriques obliquangles, 

162. La resolution d'un triangle obliquangle pent quel- 
quefois 6tre ramenee a celle d'un triangle rectangle. 

i^. Si parmi les elements donnas se trouve un c6te %al 
a 90 degr^s , le triangle supplementaire du propose est rec- 
tangle *, on resoudra ce dernier, dans lequel on connait deux 
elements outre Tangle droit; on en deduira ensuitc les ele- 
ments inconnus du triangle propose. 
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2^. Si parmi les ^I^ments donnes se trouvent deux c6te8 
egaux aet b^on deux augles ^ganx A et B , la perpendicu- 
laire CD (Jig- 24) abaissee du sommet C sur le c6t^ AB, 
partagera le triangle ABC en deux triangles rectangles 
egaux dans toutes leurs parties. On resoudra le triangle 
rectangle ACD ou Ton connait deux ^Idments outre Tangle 
droit , et Ton aura immediatement les elements inconnus du 
triangle propose. 

3^. Si parmi les elements donnes se trouvent deux cotes 
a et h ou deux angles *A et B dont la somme est egale 
a 180 degr^s, en prolongeant les c6tes a et c jusqu'a leur 
rencontre en ^' (fig» 21), on formera un triangle AB'C 
dans lequel deux c6tes ou deux angles seront egaux. La 
resolution du triangle AB'C se ram^ne, comme on I'a vu, 
a celle d'un triangle rectangle \ elle entraine d'ailleurs celle 
du propose. 

Dans chacun de ces cas , on pent ainsi ^viter de recourir 
a la methode gen^rale que nous allons exposer. 

La resolution des triangles spheriques offre six cas dis- 
tincts. 

163. Premier cAs. — Etant donnes les trois cdtes a^b^Cy 
calculer les trois angles A, B, C. 

L'angle A est determine par la formule 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A ; 

d'ou Ton tire 

cos a — cos b cos c 

cos A = : — 7—: 

sin o sin c 

Cette formule n'estpas calculable par logarithmes, mais 
on pent en deduire d'autres qui le sont. Remplacons cos A 
par la valeur precedenle dans les formules 



• t A /i — COS A , / 

sin ^ A = 1/ 5 cos 7 A = 4/ - 



cos A 

> 



1 
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il vient 



. / siiife»inc-+-cos&co8c — co»a . / cos (fr — c) — cos a % / 



sin ! 



> 



/~l 

- /cosa — cos 6 cose -4- sin 6 sin ff , /cosa — cos(6-j-c) 1/ 
' V !2 sin 6 sine ▼ 2 sm 6 sine ▼ 



sm 



* V !2 sin 6 sine V 2 sin 5 sine ▼ sin 6 sine 

ou , en designant par 2 pie perimetre a -h i -I- c , 






sin ( /? — b) sin ( /? — c) 



•sin ^ sin c 



cos 



1 A = i A'"/^sin(/>-~^) ^ 
' y sin ^ sin c ' 



enfin , en divisant ces deux formules I'une par Tautre , on 
oblient la suivante : 






(p — b) sin ip — c) 
tang • A — * / v-r J \r / 



sin/7sin(/» — a) 

Dans ces irois formules , le radical doit ^tre pris positi- 
vement, parce que les lignes trigonom^triques de Tangle 
aigu { A sont loutes positives. Chacune d'elles est calculable 
par logaritlimes. On en deduit, par de simples changements 
de lettres , trois autres semblables pour calculer Tangle B 
ct trois pour calculer Tangle C. 

Si Ton doit calculer les trois angles , il convient d'em- 
ployer la troisieme formule et les deux autres semblables , 
parce qu'on n'aura , de cette fa9on , que quatre logaritlimes 
a chercher. 

Remarque. — Pour qu'un triangle soit possible avec les 
c6tes donnes a , 6 , c , il faut et il sufSt que chacun de ces 
cotes soit moindre que la somme* des deux autres , et que 
leur somme soit inferieure a 36o degres. On retrouve ces 
conditions en cherchant dans quel cas la valeur precedenle 
de tang I A est reelle, ou dans quels cas les valeurs de 
vsin 7 A et do cos \ A sont reel les et moiiidres que i . Nous 
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n'entrerons pas dans les details de cette discussion , mais 
nous engageons le lecteur a la faire lui-m^me. 

i64. Deuxieme CAS. — Etant donries deux cotes a et ft, 
ainsi que V angle A oppose h Vun d'eux, calculer lecote 
c et les angles B ef C. 

On calculera Tangle B par la formule 

. ^ sin 6 sin A 

sinB^= : 

sm a 

On obtiendra ensuite le c6te c a Taide de la formule 

COS a = cos b cos c + sin ^ sin c cos A 

= cos b (cos c -4- tang b cos A sin c) ; 

pour cela, on calculera, comme au n^ 99, un angle auxi- 
liaire (p, tel que 

tang tf =r tang b cos A. ' 

On peut prendre Tangle (p enlre o et 90 degres ou entrc 
90 et 180 degres, suivant que tang b cos A est positif ou 
negatif. D'apres cela , il vient 

cos a = cos b ( cos c -f- tang ^ sin c ) , 

cos b . ... 

== { cos c cos flp + sin c sm o) , 

COSf ^ 



d'ou 



COS b , . 

— cos{c — ^), 

COS f 

, COS a cos 9 

COS ( C — <p ) = 7—' • 

^ ^ ' COS b 



Cette formule fait connaitre c — y, et, par suite, c. 

Le c6te c ^tant connu , on pourrait calculer Tangle C par 

la formule 

. _, sine sin A 

Sin C = — ; ; 

sin a 

mais si Ton veut obiciyr directcment C , on fera usage de Li 
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formule 

« 

cot a sin ^ = cos b cosC -f- cot A sin C. 

Oti calculera un angle auxiliaire ^ compris entre o et 
1 80 degres , et tel que 

cot A 

on aura alors 

cot a sin 6 = cos ^ (cos C -f tang ^{» sin C) 

cos b , . 

cos^ ^ ' 

d'ou 

cos (C — ij;) = cot flf tang b cos -^^ 

Cetle formule fera connaitre C — ^ et, par suite, C. 

165. L'introduction des angles auxiliaires f et (p dont 
nous avons fait usage , revient a decomposer le triangle ABC 
(fig* 24) en deux triangles rectangles , par une perpendi- 
culaire CD = /i. En effet, designons par (f Tare AD, et 
par ^ Tangle ACD 5 le triangle rectangle ACD donne 

f * . cos b 

tang <p = tanc cos A , cos h = 9 

^ ^ ° cos y 

puis le triangle BCD donne 

, . cos a cos a cos 9 

cos (C — (p) = 7 = T—i.. 

^ cos h . cos o 

LVngle (f est done le m^me que celui designe par la m£me 
letlre aun^ 164. 

De m6me, pour trouver C, on a, dansle triangle ACD, 

cot ^p = cos b tang A, tang A = cos ^ tang b , 

et , dans le triangle BCD , 

cos ( C — 4^ ) = cot a tang h = cot a t^ng*^ cos ^ , 

d^ou Ton conclut que Tangle ^ est le m£me que celui du 
nM64. ^ 
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Nous avons suppose que le pied D de la perpendiculaire 
AD tombe entre A et B ; il peut en Aire autrement ( fig. 25 ) . 
Le point D, situ^, dans tons les cas, sur la demi-circonfe- 
rence ABA', peut tomber entre Bet A'; mais, dans ce cas, 
il n'y a d'autre changement a faire que celui de c — <f et 
C — ^ en (f — c et \^ — C, et I'on voit que les formules 
precedentes ne changent pas , puisque les angles c — f et 
C — 4f n'entrent que par leurs cosinus. 

166. Discussion. — Reprenons les formules 

. ^ sin ^ sin A 

sin B = — ; > 

sin A 

, . cos a cos cp 

cosic — ?) = j—^^ 

^ ^ ' cos 

cos ( G — '{'} = cot a tang b cos -^ ; 

i} faut, pour que le problime soil possible, que les Seconds 

f.. embres soient compris entre — i et + i . Supposons cetle 

C: adition remplie. Les Tables feront connaitre pour B une 

v:leur M comprise entre o et 90 degr^s, et pour c — (f 

el C — «p, des valeurs N et P comprises entre o et 

i2v> degr^s^ mais on satisfera aussi aux equations pre- 

ceientes, en prenant B =: 180** — M, c — (f = — N, 

C — ^ = — P. Et, en effet, il peut y avoir deux solutions. 

F >us reviendrons plus loin sur la discussion de ce pro- 

' (&me; mais nous croyons devoir montrer d^s a present 

omment on peut determiner , dans cbaque cas , les valeurs 

de B, C et c, qu'il faut prendre simultanement. On voit, 

I par les fig. a4 et 25, que les difKrences c — (f et C — tp 

i? sont toujours de m^me signe; on devra done prendre 

c = <p + N avec C=:^-hP, 

et 

c = (p — N avec C = ij/ — P. 

Voyons quelle valeur de B il faut cboisir dans chacun de 
s cas. 
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Si Ton prenci (? = 9 -f- N , on est dans le cas de ^^fig- ^4 ? 
le pied de la perpendiculaire CD est entre A et B ; alors les 
angles A et B , dans les triangles rectangles ACD et BCD , 
sont tons deux de m^me espice que le c6te CD. On devra 
done prendre 

B = M ou B = i8o« — M, 

suivant que Tangle donne A sera aigu ou obtus. 

Si Ton prend c ==(f — N, on est dans le cas de Isijig. a5 ; 
alors dans le triangle rectangle CAD Tangle A est de meme 
espece que CD, tandis que dans le triangle CBD, CD est 
de m^me espece que Tangle CBD, et, par consequent, d'es- 
pece difKrente de B. Les angles A et B sont done d'especes 
difl^rentes, et, par consequent, on devra prendre 

B=ri8o° — M ou B = M, 

suivant que Tangle donne A sera aigu ou obtus. 

Chacune des deux solutions qu'on vient de considerer 
cessera d'exister, si la valeur de c ou de C qui lui corres- 
pond est negative ou sup^rieure a 180 degr^s. 

167. Troisieme cas. — Etant donnes les deux cotes a 
et h ainsi que V angle coinpris C, calculer le troisieme 
cote c et les angles A ei B. 

On calculera le c6te c par la formule 

cos c = cos a cos 6 -f- sin « sin b cos C 

= cos a (cos ^ + sin A tang a cos C). 

Pour cela, on determinera un angle auxiliaire (j), tel qu<* 

lang y = tang a cos C ; 
il vient alors 

cos c =. cos a ( cos b -h tang (p sin ^ ) 

cos a cos [b — <j) ) . 
cos^ 

formule calculable par logarithmes. Cherchons main tenant 
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Tangle A. On a 



d'ou 



cot a sinb = cos b cos C -♦- sin C coi A ; 
col a sin b — cos b cos C 



cot A = 



sin C 



/cot a 

= cot C I sm — cos b 

\cosC 

=rr cot C (cot (p sin ^ — cos b) , 
cot C sin ( 6 — 9 ) ^ 

cos (J) ' 

(f etant Tangle anxiliaire deja employe. Pour calculer B , 
on trouverait de meme la formule 

^ cot C sin ( a — -it) 

cot « = ^ ^ , 

cos J/ 

Tangle auxiliaire '^ etant determine par Tequalion 

tang \p = tang b cos C. 

Remarque. — L'introduction des angles auxiliaires y enp 
revient a decomposer le triangle en deux triangles rec- 
tangles, I*' par une perpendiculaire abaissee de A sur BC^ 
a^ par une perpendiculaire abaissee de B sur AC. 

168. QuATRiEME CAS. — £tant donnes le cote c et les 
deuar angles adjacents A eJ B, calculer V angle C et les 
cotes a et b. 

Pour calculer C , on se servira de la formule 

cos C = — cos A cos B-4- sin A sin B cos c 
= cos A ( — cosB -h sin B tang A cos c\ 

Soil (f un angle auxiliaire , tel que 

cot f = tang A cos c ; 

on aura 

cos C = cos A ( — cos B + sin B cot (]p ) , 
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OU 

^ COS A sin (B — ®) 

cosC = ~ -9 

sin 9 

formule calculable par logarithmes. 
Le c6t^ a s'obliendra par la formule 

cot a sin c = cos c cos B -I- sin B cot A 

/ ^ . ^ cot A 

= cos c I cos B -h sm B 

\ cose 

= cos c (cos B + sin B tang <p ) 



) 



d'ou Ton tire 



cos c cos ( B — ff) 

cos (f ' 

cote cos (B — 9) 
cot a = ^^ ^S 



COSf 

(f designant le m^me angle auxiliaire deja employ^. On 
trouveralt de m^me, pour calculer le c6te &, 

, cote cos (A — aL) 

cot = —^ 2-^, 

cos^p 

tp elant un angle d^termin^ par la formule 

cot >[; = tang B cos c. 

169. Ctnquieme CAS. — £tant donnes deux angles 
A et 6, ainsi que le cote a oppose h Vun d'eux, caJcu" 
ler r angle C et les cotes b et c, 

Le c6te b s'obtiendra par la formule 

. , sin^sinB 

sm b z=z : — - — . 

sin A 

Pour trouver Tangle C , on emploiera la formule 

cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos a 

= cos B ( — cos C -f- sin C tang B cos a). 

Soit un angle auxiliaire ^^ tel que 

cot -^ = tang B cos a; 



il vieut 
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COS A = COS B ( — COS C -h sin C cot ^) 

cos B sin (G — ^) 

— , 



d'ou 



sini|f 

cos A sin ^|; 

sm (C — il ) = -— i' . 

^ ^^ cosB 



Pour calculer le c6te c , on se servira de la formule 
cot a sin c = cos c cos B -f- sin B cot A , 

d'ou resulte 

cota . ^ 

sm c — cos r = tanc B cot A . 

cosB ^ 

Soit (f un angle auxiliaire, tel que 

cot£r 



cot <p = — 
^ smB 

on. aura 

cot cp sin c — cos c = lang B cot A , 

ou 

sin {c — <p) = tang B cot A sin (p. 

Remarque. — Ce cas, comme le deuxieme^ pent ad- 
mettre deux solutions. La discussion est identiquement 
la m^me. 

170. SixiEME CAS. — Etant donnes les tvois angles 
A, B, C, calculer les trois cdtes a, &, c. 
Le c6te a est determine par Fequation 

, cos A =: — cos B COS C -f- sin B sin C cos //, 

qui donne 

cos A -+- cos B cos C 
cos« = — 



sin B sin C 



1 1 
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On deduit de la 



^:r» * ^ , /sJn B sin C — cos B cos C — cos A / 

2 V 2 sin B sin C y 



— cos A — cos ( B 4- C) 
2 sin B sin C 






/ A-hB~hC — A-+-B-f-C 

_ COS cos 



sin B sin C 



cos A -h cos(B — C) 
<'OS — — " ' — - . 



^ /sin B sin C -h cos B cos C -H cos A /< 

9. ~ \ 2 sin B sin C "" y 

A — B + C A — B -h C 

cos COS 

2 2 



2 sin B sin G 




■"J 



sin B sin C 
ou, en faisant , pour abreger, A -h B -f- C — 180** =: 2 A , 



. I /sin A sin (A 

sm -a j= i/ . p . ^ 

2 y sm B sin C 



2 y SI 



— A)sin(C— A) 
COS ■ ' 



sin B sin C 

On a encore, en divisant ces deux formules Tunc par 

Tantre , 

I / sin A sin ( A — A) 

tang -« = y sin(B_4)sin(C-A)- 

Chacune des irois formules precedentes est calculable par 
logarithmes ; on peut , par de simples changemenls de 
leltres , en deduire six sCutres , qui serviront a calculer les 
coles b ei c\ 

171. Nous avons resolu direclemenl les six cas que pr^- 
sente la resolution des triangles sph^riques obliquangles ; 
mais il faut remarquer qu'on aurail pu se dispenser de 
trailer les trois derniers, qui se ramenenl immedialemenl 
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aux trois premiers par la consideration du triangle supple 



mentaire. 



Formules de Delambre et de Neper. 
172. En posant a -h fe -f- c = ip^ on a (n^ 163) 



. I . /sin o — b)sin(p — c) i ^ ^ /sinpsmip — a) 

sin-A = 1/ i- — - i .^ -^ cos-A = t/ — ^-^— £-^V 

2 y sm o sin c 2 \ sinb sin c 



9 



. I „ /sin (p — a\sin(p — c) i ^ /sinp sin if 

sin-B=ri/ — '-1 — : — ^ . ^^ -S cos-B = i/ — ^ ^^ , 

.2 y siD ^/ sin <7 2 y sm a si 



sine 



2 y sm a sm 6 2 y sin a sii 



D'apr^s cela , les formules 

sin|(A±B) = sin|Acos|B±cos|AsinjB, 
cos|(A±B) =cos-i^Aco8|Bif:sin-r/A sin^B 

donnent 



• '/A-*-n\ siD(/>-~^)±:sin(/? — ^i) ^ /sin/> 8m(/? — c) 
2 ^ ' sine y sin a sm a 



sin(/?~ ^)±sinf/> — fl)^^^j^^^ 



sine 2 



'/A ^l>^ sin/?zpsin(/? — r) / sinf/? -- /?) sin(/? -- ^) 

COS-(Adl B) = ^^ . ^^ 1/ : : — 7 

2 ^ Sin c y sm « sm b 

sinoir:. sinf » — c) . i_ 
^^ — :__!_ 11 i. sm - C ; 

sine 2 

d'ailleurs 

sin(/? — /i) -t-sin(/? — /») = 2sm^rcos|(fl — 6), 
sin(/> — ^)— sin(y? — «) = 2cos|c sin^(a — ^), 
sin/> H- sin()» — c) = 2sin7(« -f-^) cos|e, 
sin/; - sin(> — c) = 2cos^(fl 4- b) sin|c, . 



sin c = 2 sin -j c cos -j c ; 



1 1. 
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Oil a done 

sin|(A -f- B)__cosj(« — b) 
COS-jC cosjc 

sinj(A — B) s\n^(a — /») 



(0 



COS I C ~ sin T c 



2 



cos4(A-h B) _ C0S7 (a -h b) 

sin-jC cosjc 

cosjfA — B)_siDi'(a + b) 



sinyC sin-jf 

Ccs formules (1) ont ete decouvertes par Delambre, qui 
les a fait connaitre eii 1807, dans la Connaissance di\% 
Temps pour 1809 (page 445). M. Gauss, k qui elles sent 
quelquefois atlribuees , ne les a donnees que deux ahs*plus 
tard, dans Touvrage intitule : Theoria motus corporum 
ctrlestium in scQtionibus conicis solem ambientium, 

173. Si rou divise la premiere des equations (i) par la 
troisienie, la deuxiime par la quatri^me, puis la quatrieme 
par la troisiime et la deuxieme par la premiere, on obtient 
les quatre suivantes : 

■ tang|(A + B) = cotiC^^^^^^^!^-^, 
^ ^ ' cosy {a-\- b) 



sin •5-(fl — b) 



(2) 



*)' 



1 / i.\ . cos-5-(A — B) 

tangn« + *) = tannic— 1|^, 

I / 7\ . , sin|(A— B) 



sini.(A-i-B) 

Ces equations (2) sont appelees formules de Neper. Cha- 
cune d' elles est une relation entre cinq elements d'un tri- 
angle splierique. 

Application des fomiules de Neper a la resolution 

des triangles spheriques. 

Mil, Les formules de Neper peuvent etre appliquees 
avcc a vantage a la resolution des triangles spheriques 5 elles 
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permettent d'eviter Temploi des angles auxiliaires. C'esi 
ce que nous allons faire voir. 

Devxieme CAS. — Etant donnes deux cotes a et fe, ainsi 
que V angle A oppose a Vnn d'eux , calculer le cdte c et 
fes angles Bet C 

Comme au n** 164, on catcule Tangle B par la formule 

. ^ sin 6 sin A 

sm B •=. : ; 

sin « ' ^ 

ensuileles formules de Neper doaueiit , pour calculer Tangle 
C et le cote c , 



(0 



ou 



N 



1 COS7(« — 0) 

tang Y ; fl -h ^ ) COS Y ( A 4- B'l 
'-«T'' = COS HA -B) ■■ 

J sinKr/ — o) 

] . tanL' ^ ( fl — ^ 1 sin Y ( A -f- B) 

(tangle = — ^'- « ^v f 



sin I (A — B) 

formules qui sont calculables par logarithmes. 

Discussion. — Dans le cas particulier de a = h^ on a 
aussi A = B, et les formules (i) donnent 

cot I C = tang A cos a , 
tang^ c = tang a cos A. 

Pour que le probleme soit possible, il faut et il suflit que 
cot j C et tang 7 c soient positifs , c'est-a-dire que tang A el 
cos a, cos A et tang a aient le meme signe, ou que A et a 
soient de meme esp^ce. II n'y ^ qu'une seule solution. 
Passons au cas general. II faut, pour que le probleme soit 

., . sin b sin A . . , . ,. 

possible, que — . sou momdre que i ; si cctte condi- 
tion est remplie , il y a deux valeurs dt; B qui satisfont a 

,, - . . T^ sin h sin A ,, -- , 

Tequation sin b= r : 1 une iVJ est plus petite que 

90 degres, Taiitrc M' est egale a 180" — M. 
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Pour que Pune de ces valeurs de B reponde a la question , 
il faut et il sufiit que les valeurs correspondantes de cot yC 
et de tang ~ c soient positives , et par consequent, d'apres les 
formules (2), que A — Bet a — b aient le m^me signe. Ainsi 
la condition pour que M reponde a la question est que A — M 
soit de m^me signe que a — 6 ; de m£me la condition pour 
que M' y reponde est que A — M' soit de m&me signe que 
a — b. On voit que le probleme pent admettre ime ou deux 
solutions ; il pent aussi n'en admettre aucune. 

i*^. Supposons A <^ 90**, et 6 <^ 90**. 

Si a est < ft , la formule sin B = — : donne M ^ A, 

et, a fortiori , M' ^ A •, il y a done deux solutions. 
Si a est > i, on pent avoir 

« H- ^ <C i8o*», flr -h ^ = 180'', « -f- 6 > 180°. 
Dans le premier cas , on a 

b <^ 180° — a , sin ^ <^ sin a , 

alors M est < A; mais M' ^tant > A , il n'y a qu une seule 
solution. 

Dans le cas de a -♦- 6 ==: 180^, ou a 

b = 180® — fl , sin ^ = sin a , 

alors M = A , et M' > A 5 il n'y a done aucune solution. 
Dans le cas de a -f- i > 180*^, on a 

^ > i8o« — a , sin ^ > sin fl , 

alors M est >» A , et, a fortiori , M' > A ; il n'y a done au- 
cune solution. 

2°. Supposons A <; 90*^ et i > 90^. 

Si a est <^ ft, on pent avoir 

«H-*<i8o«, + 6 = 180% «-i-6>i8o". 

Dans le premier cas , on a 

6<^i8o" — «, sin 6^ sin «, 

alors M est > A , et , a fortiori , M' > A 5 il y a done deux 
solutions. 
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Dans le cas de a -h ft = i8o", on a 

^ = 180" — rt, sin^=sinfl, 

alors M == A , M' >> A; il n'y a done qu'une solulioii. 
Dans le cas de a -h ft }> 1 80^, on a 

b ]>• 1 80° — a y sin ^ <^ sin a , 

alors M est <^ k \ mais eomme M' est > A , il y a encore 

una solution. 

Si a est ^ ft, on a 

sin fl <^ sin ^ , 

puisque a et ft sont obtus ; alors on a M > A , et , a fortiori , 
M' ^ A^ il n'y a done aucune solution. 

L'hypothese A > o se discute de la m^me mauiere. On 
peut comprendre les resultats dans le tableau suivant : 

a<Cb deux solutions, 

, ^,a = b% une solution, 

" Jfl>^eta-h^<CJ 80". . . . une solutiou, 
A <C9<^" ( \ a^b ei a ^' b :=: oil ^ 1 80**, aucune solution . 

ia<^b eta -hb<^i 80°. . . . deux solutions, 
rt<^^et«-f-6= ou >i8o", une solution, 
a=^b oua'^ b aucune solution. 

I a<^b on a = b aucune solution, 
a'^b ei ^-h6>i8o". . . . deux solutions, 
a'^b eta-\-b = ou <i8o°. aucune solution. 

A>90®( la<Cb eta -h by>iSo^, . . . une solution, 

,tf<^^etfl-h^ = ou<'i8o®. aucune solution, 

^'^^^ ^a = b une solution, 

a^b de«i4 solutions, d^-vcu^ 

Wous n'avons pas considere le cas de A = 90**, parce qu'il 
convient alors d'employer la methode du n^i55, ni celui 
ou ft est egal a 90 degres , parce qu'il se ram^ne au cas des 
triangles rectangles a Faide du triangle suppl^mentaire , 
ainsi que nous en avons deja fait la remarque au n^ 162. 

175. Troisiisme cas. — tUlant. donncs deux cotes a et h 



V'V*** 
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ainsi que V angle compris C, calcnler le cote c el les angles 

A et B. 

Les formules de Neper donnent 

tangi (A + B) = cot 1 C °"'ti''TM ' 

tangi(A-B)^cotiC ^!"t!"^f! - 

Ces formules permettront de calculer y (A -I- B) et ^ (A — R) , 
par suite A et B. 

Quant au cote c , on peut le calculer par la formule 

, __ ^ / sinAsin(C— A) 
tang , c - y sin(A-A)sin(B-A) 

du n° 170. On voit que le problime n'a qu'une solution. 

176. QuATRiEME CAS. — Etant donnes un cote c et les 
deux angles adjacents A e^ B, calculer V angle C et les 
deux cotes a et b. 

Les formules de Neper donnent 

1 / IS I COS 7 (A — B) 

1 / rs . sin I (A — B) 

On pourra ainsi calculer 7 (''' H- 6) et -^ (a — i) , par suite 
a et h. On calculera ensuite Tangle C par la formule 

, ^ ^ /sinf/? — a)sin(p — b) 

tang {C = \/ — ^ J-—.^/' _^ 

V sin psin(p — c) 

du n« 164. 

177. CiNQuiEME CAS. — Etant donnes deux angles A 
et B et le cdte a oppose a Vun deux, calculer I' angle C et 
les deux cotes b et c. 

On calculera b a Faide de la formule 

. , sin a sin B 

sin b =z —- — - — , 
sin A 
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puis les forinules de Neper donnent , pour calculer c et C , 

tancr ' c - tangi-(a-^)sini(A-HB) 

tangi(A~B)sin|(a4-6) 

cot -y t. = ;: j-7 7-r 

Silly (a — b) 

Remarque. — 11 pent y avoir deux solutions. La discus- 
sion .est identique a celle du n^ 174. On peut d'ailleurs 
ramener le problime au deuxieme cas , par la consideration 
du triangle supplementaire , ainsi que nous en avons deja 
fail la remarque. 

Resolution cVun triangle spherique {iont les cotes sont tres- 
petits par rapport au rayon de la sphdre. 

178. L'illustre Legendre a fait conna^tre un beau theoreme , 
generalise depuis par M. Gauss, et par lequel on ramene a la 
resolution d*un triangle rectiligne^ celle d'un triangle spherique 
dont les cotes sont tres-petits par rapport au rayon de la sphere. 
Nous allons presenter ici ce thi^oreme, tres-interessant en lui- 
meme, et fort utile dans les operations geodesiques; mais rappe* 
Ions d'abord une definition qui en simplifiera Tenonce. 

Considerons un triangle spherique situe sur une sphere de 
rayon R; soient a, 6, 7 les nombres qui mesurent les c6tes, et 
X, 1^ , G ceux qui mesurent les angles opposes, ou , si Ton veut 
(n*» tOi), qui mesurent les arcs de la circonference de rayon 1 
correspondants a ces angles. Le nombre 

est appele exces spherique; si Ton designe par s la surface du 
triangle, on a, comme on sait , 

Voici maintenant en quoi consiste le theoreme de Legendre : 
JStant donne un triangle spherique dont les c6tes sont tres-petits 
par rapport au rayon de la sphere , si I' on const ruit un triangle 
recti ligne qui ait les m^mes cdtes que ceux du triangle spherique , 
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les surfaces des deux triangles seront egales y et les angles du 
triangle spherique seront egaux a ceux du triangle recti ligne 
augmentes da tiers de l*exces spherique. 

La demonstration de ce theoreme repose sur les developpenients 
en serie de sin a: et de cos:?, que nous donnerons dans le livre 
sixieme. Nous admettrons, pour le moment, que si x est un tres- 
petit arc, on a sensiblement , c*est-k-dire en ne negligeant que les 
puissances de x superieures k la quatri^me , 



x' 



sinxzzz X TT > 

D 



x' X* 



Cela pose, on a (n" 148) 



cos j: = I -\ 7« 

2 24 



d'oii 



a € 7 .6.7 

cos — = cos ~ cos 17 + sm — sin — cos e^, 
R R 1\ R R 



a 67 

cos cos — COS — 

R R R 

COS aii = 



6 . 7 

«n-«n- 



nous admettons d^ailleurs que 



a a^ a* 



cos — = I — ' h ,9 

R 2R'^24R< 

^*S=='~^^^4R^' ^^"r"=r~6r^' 

,osl=i^jL^4L. sinl = ^-^- 



R 2R»^24R^ R""R .6R' 

En portant ces valeurs dans I'expression de cos X et negligeant 

toujours les puissances de — superieures k la quatrieme , il vient 

R 

€' -+-7' — a» a* — §4 — 7« — 66^72 



2R» 24 R< 

cos JL = 



67 / 6*4-7' 
'1 — 



R' \ 6 R' 

En supprimant le facteur — commun aux deux terines el dove- 



r 
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loppant le facteur 



6'-h7' 6R' 

puis negligeant les termes oik entre — » on trouve enfin 

R 

(a) cos a\. = 4 ^^ — t-z—t: -' 

Soient maiotenant / la surface du triangle rectiligne qui a pour 
cotes a, 6, 7 ; tXi', ilbS Q\ les angles opposes respectivement k ces 

c6tes : on a 

6' -4-7'— a' 

cos *\o = y 

267 

sin»^'= '—^ ^ 

d*apres cela , Tequation ( 2 ) devient 

. 67sinVi/ 
cos X = cos Jv> \,^ . — 9 



ou, a cause de .*' = |- 67 sin X', 

""3R' 



(3) cos P^ == cos Jl/ — ^^jSinJt)'* 



Posons 

Ai = A)' 4- J7 , cos J(e == cos JU' cos jc — sio X^ sin a: ; 

Tangle x etant tres-pedt, on peut prendre cos x = i et sinx = a-, 
il vient alors 

(4 ) cos X = cos A,' — jc sin A'. 

La comparaison des equations (3) et (4) donnc 



.9' 



X 



on a done 



3R'' 



s' 



^•-^'"^sF' 



(5) / all = lib' -f- 



.9' 



3R^' 



w — C/ 



;y' 



3R' 



iy2 ■ TRAnt DE TRIGONOMI^TRIE. 

Ajoutant ces* equations, el remarquant que al' -h !)!»' -H C = tt, 
il vient 



s' 






ou 



par consequent, on a d'abord / := j, et les equations (5) donnent 

Le theoreme est done demontre. 

179. En designant par A, B, G, comme a l^ordinaire , les 
nombres de degres contenus dans les angles du triangle spherique, 
et par A', B', C les nombres de degres contenus dans les angles 
du triangle rectiligne, on pent ecrire les formules precedenles 
comme il suit : 

6 .. ^ S' 



A = A' -h 6o - = A' -j- 6o 






(7) ^B=B' + 6o^=B'-(-6o-^, 



C = C -h 6o - = C -h 6o 



TT TtR' 

180. Voici maintenant comment on pent faire usage de ce 
theoreme. 

i". On donne les trois cdtes a, ^^ydu triangle spheriquv. 

On calculera les angles A', B', C et la surface s' du triangle 
rectiligne qui a pour cotes a, 6, 7; les formules (7) donneront 
ensuite A , B , G. 

?/'. On donne ies de^tx cdtes a., ^ et I 'angle compris C. 

On a .y' = 7 a^ sia G', mais on pent prendre 

y'rrr ix^sinC, 
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valeur qui ne differe de la veritable que par des termes du meme 

ordre de petitesse que — • On calculera s' par cetle formule, et 

alors la troisieme equation (7) fera connaitre C; on resoudra le 
triangle rectiligne dont on connait les elements a, 6 et Cf, on 
aura done 7, A.' et B'j les equations (7) feront connaitre ensuite 
A et B. 

3°. On donne les cdtes ol,^ et I'angle A. 

La premiere equation (7) fait connaitre A'. L'angle B' est donne 

par la formule sin B' == , mais on peut prendre, sans er- 

reur sensible, 

sin B' = \ 

Tangle B' etant connu, on determine s' par la formule 

s' = ^absm{M-^W). 

On a ensuite les angles B et C par les formules (7]. 

4°. On donne A, B tffy. 

On a 

,__ 7' sin A^ sin B^ 

^ ""1sin(A'+B')' 
mais on peut prendre, sans erreur sensible, 

, 7' sin A sin B 

' ""TsintA-hB)' 

s' etant connu, on connait A' et B' par les formules (7): il n'y 
aura done plus qu'k resoudre un triangle rectiligne avec les don- 
nees A', B' et 7. 

Applications de la trigonometrie spherique. 

181 . Probleme I. — Calculer le volume d'un paralle- 
lipipede oblique , connaissant les longueurs des aretes et 
les angles quellesfont entre elles, 

Soient OP = P , OQ = Q , OR = R (Jig. 26) , les trois 
aretes contigues du parallel] pi p&de. Du point O comme 
centre , avec un rayon egal a I'uuite , decrivons une sphere , 
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qui coupe les faces de Tangle solide O suivant les c6tes du 
triangle spherique ABC. Les c6tes a , A , c de ce triangle 
sont precisementles angles plans donnas de Tangle triedreO, 
et les angles A , B, C sont dgaux aux diMres de Tangle solide. 
Le parall^logramme POQ a pour mesure PQ sin c ; si 
done RI est la perpendiculaire abaiss^e du sommet R sur le 
plan POQ , le volume V du parallelipipede sera 

V = PQ sin c X RI. 

Abaissons RK perpendiculaire sur OP , et joignons IK ; 
Tangle RKI est egal a Tangle A du triangle spherique, 
et les triangles rectangles RKO et RKI donnent 

RK =:r R sin 6 , RI = RK sin A = R sin 6 sin A ; 

on a done 

V = PQR sin b sin c sin A. 

Or, en faisant a -i- b -\- c = 2p ^ on a (n° 464) 






sin — A = % / : — -. — : > 

sm o sm c 



cos 1 A = i /!iH£ii5i/'.Zif 

2 y Sin ^ sm c 

el , en multipliant , 



sin A = — : — ; — : — Jsinpsin (p-^a)s\n(p — ^)sinf J9 — c), 
2sm ^ smc ^ ^ ^' ' ^' ^ ^'^ ^ 

On a done 

V = - PQR ysin psin{p — a) sin {p — b) sin [p — c) - 

182. Probleme II. — Reduire nn angle a V horizon, 
Supposons qu'un observateur place au point O [fig. 27) 
ait mesure les angles formes avec la verticale OO' par les 
rayons visuels OP et OQ dirig^s vers deux points fixes P 
et Q , et quMl ait mesure aussi Tangle POQ forme par ces 
rayons visuels 5 on demande dfe trouver Tangle P'O'Q' qui 
est la projection de POQ sur le plan horizontal. 
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Si Ton imagine une sphere decrile du point O comme 
centre, avec I'uniie pour rayon, elle sera coupee par les trois 
faces de Tangle triidre en O , suivant un triangle spherique 
ABC , dont les c6te5 seront pr^cis^ment les angles observes ; 
tandis que Tangle P'O'Q' qu'il faut trouver est egal a 
Tangle A de ce triangle sph^rique. On est ainsi ramene au 
premier cas dela resolution des triangles sph^riques. 

183. Paobleme III. — Etant donnees les latitudes et 
les longitudes de deux points a la surface de la terre, 
troui^er la distance de ces deux points. 

Soienl P le p6le boreal [fig, 28) , P' le p6le austral , EOE' 
T^qualeur, et O le point de Tequateur k partir duquel se 
comptent les longitudes. Supposons que OE soit le sens des 
longitudes orjenlales , et OE' celui des longitudes oociden- 
tales. Soient PACP' et PBDP' les meridiens qui passent par 
les deux points donnes , dont on connalt les latitudes AC , 
BD, et les longitudes OC, OD5 soit enfin AB Tare de grand 
cercle qui joint les points A et B. Dans le triangle spberique 
PAB , on connait Tangle P et les deux c6tds qui comprennent 
cet angle. En effet, Tangle P est la difference ou la somme 
des longitudes donnees, suivant qu'elles sont toutes deux 
orientales ou occidentales , ou bien que Tune est orientale et 
Tautre occidentale. En outre, le c6te PA est egal a 90** — 
OU+ la latitude du point A, suivant que cette derniere est 
boreale ou australe; et, de m^me , le c6te PB est egal a 
90^ — ou -h la latitude du point B. 

Le triangle spberique PAB etant resolu, on connaitra 
le u ombre de degres renfermes dans AB. Designons-le par n, 
la demi-circonference d'un m^ridien terrestre etant egale a 
20000000 de metres, on aura, pour la longueur de AB en 
metres , 

AB = - X 1 000 ODD. 

9 
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Questions proposees . 

1 . Demontrer que si a desigiie Tare de gra/id cercle qui 
joint le somin'et A d'un triangle spherique au milieu du c6te 

oppose, on a 

cos^ib -h c) cos {ib — c) 

cos a = ^-^ ^ — i-i • 

cos y a 

2. Demontrer que dans un triangle spherique les sinus 
des trois hauteurs sont inversement proportionnels aux 
sinus des cotes sur lesquels ces hauteurs sont abaissees. 

3. Resoudre un triangle spherique, connaissant les trois 
hauteurs ou les arcs qui joignent les sommets aux milieux 
des c6tes opposes. 

4. R designant le rajon spherique du cercle circonscrit 
a un triangle ABC, r le rayon du cercle inscrit, a le rajon 
du cercle exinscrit qui touche le c6te a et les prolongements 
des deux autres c6tes , 2/> le perim^tre a -f- fc -f- c ^ demon- 
trer que Tori a 

. I I sin A 

cot R == 2 cos T ^ cos ; cos ;- C t 

sin a 

sin b sin c sin A 

tang r = : ? 

^ 2 sin * 

sin b sin c sin A 

tang a = 7-7 r- 

^ 2sin(<f — a) 

5. Resoudre un triangle spherique rectangle, connaissant 
I'hypotenuse et le rayon du cercle inscrit. 

6. Calculcr le volume d'un tetraedre en fonction de ses 
six armies. 
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multiples de cet arc. — Developperaents du sinus et du cosinus d'un arc , 
en series ordonnees suivant les puissances de Fare. — Formules pour la 

, construction des Tables de logarithraes des fonctions circulaires. 



Des expressions imagina/res. •* 

184. Conformement a I'usage adopte, nous represente- 
rons par i Fimaginaire \/ — i , et nous appellerons expres- 
sion intaginaire , toute expression de la forme 

A4-B/, 

ou A et B sont des nombres positifs ou uegatlfs. 

Quand nous saurons d'avance que deux nombres A' et B' 
sont respect! vement egaux a deux autres A et B , nous di- 
rons que les expressions A H- B / et A'-f- B' z sont egales. 

II est evident que si Ton a plusieurs egalites de la forme 

A-+-Bi=: A'-f-B'/, 

et qu'on les multiplie membre a membre , en operant 
comme si i etait un nombre positif ou negatif , on obtien- 
dra une egalite dans laquelle les coefficients des m^mes 
puissances de^seront egaux ; I'egalite subsistera done quand 
on rabaissera les exposants de i au-dessous de 2 , en faisant 
usage de Fequation i * = — i . 

185. Considerons une expression imaginaire 

hi. 

12 
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On peul loujouis irouvor iin nombre posttif p el un arc a 

tels qu'oii ait 

A = p cos /I , B =r p sin fl. 

En effei , il suflSl de prendre 



puis 

A . B 

cos a = , ? sm tf = 



-f- )/A' -h B» -f- \/A' -h^ b*' 

par consequent, on peut ecrire (n° 184) 

A -h B / =: p cos a -4- ' p sin a , 

on, si Ton veut, 

A + B / = p (cos fl 4- / sin a ). 

Quand une expression imaginaire est ainsi ramenee a la 
forme p (cos a -f- 1 sin a) , le nombre positif p est ^ppel^ 
son module J el Fare a son argument, 

Le module d'une expression imaginaire donnee est deter- 
mine, mais Targument ne Vest pas enti^rement, car une. 
expression imaginaire ne change pas quand on ajoute a son 
argument ou qu'on en retrancTie un] nombre quelconqne 
de circonferences. 

Les uombres positifs et negalifs peuvent etre consideres 
comme des expressions imaginaires dont le morlulo est egal 
k leur valeur absolue, et Fargument a un nombre pair ou 
impair de demi-circonferences^ car, soil A un nombre 
positif, on a, quel que soit Tentier ft, 

-f- A = A (cos 2 ^ TT -h / sin 2 / TT j , 

— A =: A[cos(2X- + l)7r -f-lsin(2X- -b- l)7r]. 

Pour que deux expressions imaginaires soient egales, il 
faut et il suflSt que Icurs modules soient egaux , et que leurs 
arguments d\ilerent d'un multiple de la circonfereuce. Sup- 
posons, en efliet, que les ^expressions p {vosa-h i&ina) el 
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p' (cos a' -+- isin a') soient egales; on a 

p cos « =: p' cosa', p sin A = p' sin a' , 

et , en ajoutant ces equations , apres les avoir ^levees au 
carr^ , 

Les modules sont done egaux. Alors les arcs a tX a' ont 
m^me sinus et m^me cosinus ^ done ils ne peuvent differer, 
s'ils sont in^gaux, que par un multiple de la circonfi^rence. 
Les arguments de deux expressions imaginaires conju- 
gueeSy telles que A-hBi el A — Bi\ ont m^me cosinus, 
tandis que leurs sinus sont egaux et de signes contraires ; 
la somme de ces arguments est done egale a un multiple de 
la circonference. 

Formula de Mowre pour un exposant enUer et positif. 

186. Th^oreme. — Le pmduit de deux expressions ima- 
ginaires est une expression imaginaire dont le module et 
V argument sont respecti\^msnt le produit des modules et 
la somme des arguments des facte urs, 

Consid^rons d'abord deux expressions imaginaires de 
module i , cos a-\-i sin a et cos b -f- 1 sin b : en effectuant le 
produit , il vient 

(cos a + I sin a ) ( cos ^ -h i sin ^ ) =s cos a cos h 
+ / (sin a cos 6 -h cos a sin 6 ) H- ''^ sin a sin ^ i 

ou 5 a cause de i*= — i , 

(cos « + / sin a) (cos ^ H- / sin ft ) = (cos a cos b — sin a sin b ) 

/ ( sin fl cos ft -f- cos o sin 3) ; 



or nous savons que 

cos a cos ft — sin a sin ft = cos (« -f- ft ) , 
sin a cos ft -f- cos« sin ft =:r sin [a -h ft) , 

on peut done ecrire 

(cos a -4- ('sina)(cosft -h / sin ft) = cos (a -f- ft) + «sin(rt -f-ft). 

12. 
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Soient maiiiteiiant p (cos a -h ^sina) , p' (cos 6 -+- isinb) 
deux expressions imaginaires dont les modules sont p et p^-^ 

on a 

p ( cos fl -f- / sin a ) X p' (cos b -H ' sin ^ ) 
= pp' X (cos €1 -^ i sin a) . ( cos b -^ i sin b) , 

et, par consequent, 

p ( cos a -I- / sin fl ) X p' ( cos 6 ■+- / sin b ) 
= pp' [co8(« -f- ^) + 'siii a -\- b)]. 

Le iheorenie est done demontre. 

CoROLLAiRE I. — Le modulc et V argument du produit 
de tant d* expressions imaginaires que Von voudra sont 
egaux respecti^ement au prodnit des modules et a la 
somnie des arguments des facteurs . 

En eftet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on 
multiplie leurs modules et on ajoute leurs arguments. Pour 
multiplier ce produit par le troisiime facteur. il faut mul- 
tiplier son module par celui du troisiime facteur, et ajou- 
ter a son argument celui de ce troisi^me facteur; et ainsi 
de suite. 

CoROLLAiRE II. — Pour elei^sr une expression imagi- 
ftaire a une puissance entiere et positiv^e de degre in , il 
faut elei^er le module a la puissance m, et multiplier 
V argument par m. 

Cela resulte immediatement du coroUaire 1, en suppo- 
sant egales toutes les expressions imaginaires que Ton y 
con si dire. 

Soit, en particidier, cos a -h i sina, une expression ima- 
sinaire du module i : on a 

(cos a -h / sin «)*• = cos ma + i sin ma. 

C'est dans cette egalite que consiste la formule de Moivre. 

De la multiplication des arc^, 
187. La formule de Moivre donne immediatement les 



LIVRE SIXIKMK. I 8 !■ 

valeurs de cos ma et de sin ma , en fonction de cos a et de 
sin a. Si, en effet, on developpe le second membre de 

r^galite 

cos ma H- i sin ma = (cos a -^ i sma) ", 

en ayant soin de rabaisser les exposants de i au-dessous 
de 2, a I'aide de I'equation /* = — i, il vient 

cos ma -f / sin ma 

mim — 1 ) 
cos^rt ^ cos'"~*/isin'« 

1.2 

m{m — i) i'/w — -2) (/« — 3) ■ , 

- ' ^ cos*" '« sin'rt — . 



4-/ 




I 2.3.4 

/;/ . . mim — i) (m — 2) 

— COS'"~'« SlDrt --^^ ~r cos'"~^« SllV^rt 

I 1.2.3 

m . . im — 4 ) 



I .2. 3. 4*5 




c'est-a-dire 



m im — I \ 

cos ma rrz cos"/? — — ^ cos^—^a sin'« 

1 ,2 

m im — i] im — 2) im — 3 ) 
-^ \ Ly ; ^ ^ cos"' ' rt sin^ a — , . . 

I .2.3.4 

^ ^ ' . .mim — i)(m — 2) 

sin ma = m cos'"~'a sm a ^ -h: coS"'~^ « sm* // 

1 . 2 .*3 

m(m — i)-..(/7f — 4) 

H ^ o />" -•? — -^ cos" '« sin''« — . . . 

I .2 3.4 5 

Ces formules font connaitre cos ma el sin-ma en fonctiou 
de cos a et sin a; en rempla9ant suctessivement sin a par 
^i — cos' a et cos a par \/i — sin'a, on aura les valeurs de 
cos ma et de sin ma en fonction de cos a ou de sin a seule- 
ment. H y a une remarque iniportante a faire a ce sujet. 

188. Les termes des seconds membrcs des equations (i) 
sont tous du degre /;/ par rapport a sin a et cos a \ la pre- 
miere de ces equations ne contient que des puissances 
paires de sina et que des puissances paires ou impaires de 
-rosrt , suivant que ?n est pair ou impair. La seconde equa- 
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tion , au contraire , ne contient que des puissances impaires 
de sin a, et que des puissances impaires ou paires de cos a, 
suivant que m est pair ou impair. On pent conclure de la : 

I**. Oue cos ma et — ; sont exprimables, en fonction 

^ . sirifl ^ 

de cosa , par des polynomes entiers et ratignnels , le pre- 
mier du degre m . le second du degr^ m — i , et dont 

tons les termes ont des degr^s de m^me parit^ ; 

_ j^ sin ma . . 

2°. (Juecosmaet -. si m est pair, ou sm/na et 

^ cos a ' * ' 

COS/77<Z . . . • 11 r • 1 

, SI m est impair, sont exprimables , en ionction de 

sin a , par des polynomes entiers et rationnels, le premier 
du degr^ m , le second du degre m — i , et dont lous les 
termes ont des degres de m^me pa rite. 

189. Si, dans la formule 

cos/na + / sin ma = (cos a -h i sin a)*, 

on change a en — a , il vient 

cos ma — I sin ma == (cos a — / sin «)•" ; 
des equations prec^dentes on deduit 

I (cos a -I- i sin rtV" -f- (cos a — / sin a)*" 
cos ma — > 
2 
(cos fl -h I sin «)"* — (cos a — / sin a)"* 
sm ma = ^ : — 

II est souvent utile de prendre sous cette forme les va- 
leurs de cos ma et de sin ma. 

190. En divisantla seconde des equations (i) par la pre- 
miere , il vient 

W (/» — I ) (w — 2) 

m cos*""" ' « sm fl '-— cos*""^ sin^ a -f- . . . 

sin ma 1. 2-0 



cos/wfl « m(/w — i) - , • , 

cos"" a — cos*-'/i sin*a -h . . . 



5 



1 .2 



sin a m[m — i) [m — 2) sin^fl^ 
ffi -^ 1- 

cos a \ .1,5 cos^ a 



mim — i) sin'fl 

, !: L -_ 

I . 2 COS'fl 



— >. 
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OU 

mini — i)f//# — 2) 
m langii ^ '-^ ^ tang^a 4- • - . 

(3) tang mn = : 1 — *. : 

m{m — I ) ^ m{m — i) (m — 2) (m — 3) 

, i f taua^a H ^^ ^-^ — -f-i i tang *«—... 

1.2 ° 1.2.3.4 

formule qui fait coiinaitre taag ma en foiiction rationnelle 
de tang a. 

De la division des arcs, 

49i. Trouuer cos — = x. connaissant cos a == A. 

m 

Si dans la premiere des equations (i) du n" 187 on change 

a en — ) et que 1 on remplace ensuite cos — 9 sm ~ et cos a 
m *. "^ mm 

par X, v^i — x' et A, il vient, d'apres la remarque du 

nO 188, 

(i) /(^)-A=o, 

f{jc) designant un polynome du degre m dont tons les 
termes ont des degr^s de m^me parite. Le p<*oblitiie depend 
done d^une equation de degre m \ c'est ce qu'on pent ^tablir 
a priori. Soit A le plus petit arc positif ayaut A pour co- 
sinus ^ les valeurs de a sont comprises dans la formule 
2 A 71 + ft, et on doil satisfaire a Fequation (1) en prenani 
pour X le cositius de Tun quelconqtie de« arcs 

iff It a nkv OL 
m m m m 

oil k designe toujours un entier indetermine. Si Ton donim 
a A, dans Fune de ces formules , deux valeurs qui different 
d'un multiple de m , on obtient deux arcs qui different d'un 
multiple de la circonference et dont les cosinus sont ^gaux \ 
il suffit done de donner, a k^ m valeurs consecutives quel- 
conques , o, i , 2,. . ., m — i par exemple.- II est meme inu^? 
tile de consid^rer les deux formules , car si Ton donne a k 
fine ceriaine valcur dans la premiere, et daiis la seconde 
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une valeur complementaire a /n, on obtient deux arcs dont 
la somme est egale a 2 7t, et qui out, par suite, lememe co- 
sinus. D'apres cela , I'inconnue x n'est susceptible que de m 
\aleurs qui sonl generalenient distinctes. Ce sont les cosinus 
des m arcs 

a 27r a 4^ ^ l[m — i ) tt a 

m m m m in tn m 

Nous ne pourrions, sans sortir des limites nalurelles de 
nOtre sujet, nous occuper ici de la resolution algebrique de 
l*equation (i), mais nous devons remarquer que si m est un 
nombre compose «/?, la resolution de cette equation* (i), 
qui est du degre m, se ramene immediatement a la reso- 
lution de deux equations, Tune du degre n et Tautre du 

degre )y. Si , en elFet , on pose cos - =/, on aura , pour de- 

terminer x , une equation de degre p telle que 

y etant donne par une equation de degre n , 

BT {y) — A = o. 

L*equation (i) resulterait d'ailleurs de Teliniination dej^ 
entre ces deux derni^res. De m^me, si n etait un nombre 
compose ^r, la resolution de I'equation ^ {y) ■ — A = o se 
ramenerait a celle de deux equations des degres ^ et r; et 
aiiisi de suite. 

192, Supposons que m soit un nombre impair premier 
ou non, et examinons le cas particulier de A = i ^ on a 
a = o, r^quation (i) devient 

(2) /(^) — 1 = 0, 

et ses racines soiit les cosinus des arcs 

2 TT 4 ^ 2 ( /;/ I ) TT 

O , 1 ? • • • 9 • 

m m m 

Le premier de ces arcs a pour rosinus runite , el les squires 
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lieux niembres , il vient 

On voit que le problime depend d'ane equation de degre 
2/n. A la verite, cette equation pent etre abaissee au degre 
m en posant .2?* = ^ , parce qu'elle ne contient que des puis- 
sances paires de x. 

On arrive aux m^mes consequences par les considera- 
tions dont nous avons tant de fois fait usage. En designant 
par a le plus petit arc positif ajant A pour sinus , et par k 
un entier ind^termine, les valeurs de x sont les sinus des 
arcs 

2 An a (2^ -4-1)7^ a 
1 , 

m m m m 

II suffit de donner, a fr , /» valeurs consecutives , o , i , 
2,..., m — I par exemple*, car en donnant a fc deux valeurs 
qui different d'un multiple del m, chaqUd fofmule fournit 
deux arcs qui ont meme sinus. Deux arcs d'une m^me for- 
mule ne peuvent avoir m6me sinus tant que a reste inde- 
termine, car leur diflFerence est inferieure a 2 7r, et leur 
somme, qui contient a , ne pent ^tre egale a un nombre im- 
pair de demi-circonferences que pour des valeurs particu- 
liires de a. Voyons si deux arcs, tels que 



ikit a (?, X' + 1)71 



a 



9 _ , 



mm m m 

peuvent avoir m^me sinus. Leur difference contient a et nc 
sera pas en general egale k un nombre pair de demi-cir- 
conferences : leur somme est egale a 



/;/ 



'fj 



et ne pent ^tre egale a un nombre impair de demi-circonfe- 
rences si m est pair ; done , dans ce cas, x est susceptible de 
2 m valeurs dislinct^s. Mais si ni est impair, on pent tou- 
jours, quel que soit le nombre k compris entre 6 et m. 
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irouver un entier k' egalement compris entre o el m. lel 

qu'on ait 

2 X- -f- 2 it' -t- I z=: w ou 3 w , 

c'esl-a-dire * 

in — I 3 /?! — I 

A' = A oil = A ; 

2 2 

done, si m est impair, a: n'est susceptible que de m valeurs. 

U est aise de voir que les m arcs de chaque formule ont, 
dans le cas de m pair, leurs sinus egaux deux a deux et de 
signes contraires. 

Ce probleme donne lieu a des remarques semblables a 
celles du n*' 191 y mais qu'il suffit d'avoir faites une fois. 

194. On verrait de meme que si Ton donne cos a, la 
determination de sin — depend d'une equation de degre 

2/n, et que si Ton donne sin a , celle de cos — depend d'une 

equation de degre m ou de degre 2 lU , suivant que m est 

impair ou pair. Enfin, quand on donne tang a, tang— de- 
pend dans tons les cas d'tine equation de degr^ m. 

Resolution de V equation binome z'" = i. 

195. Proposons-nous de trouver les racines de I'equa- 
tion bin6me 

(i) «*"= I. 

Toule expression imaginaire dont la puissance m est i ou 
a pour module i , a elle-m^me pour module I'unite (n^ 186) ; 
si done I'equation (i) admet une racine imaginaire, cette 
racine a la forme cos (f -h z sin (f. Pour que cette expression 
soit effectivemeiit racine, il faut et il suffit que Ton ait 

cos mtf -\- i sin /7i(j> = i , 

c'est-a-dire 

cos m ?p =: I , sin //i ^ = o , 
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OU 

^ ^ m ' 

en design ant par A un en tier. 

Ainsi I'equation (i) est satisfaite par toutes les valeurs 
de z comprises dans la formule 

, . ^ 7.kic . 2^7r 

(2) z=rC0S h'Sin 

^ ' mm 

Pour que deux valeurs k' et A" de k correspondent a deux 
valeurs egales de js, il faut et il suffit (n^ 185) que U dif- 

tereuce des arguments — — 9 soit un multiple de 2 7: , 

^ mm '■ ^ 

ou , en d'autres termes , que k^ — A" soit un multiple de m. 
La formule (2) donne done m valeurs distinctes pour z, et 
n'en donne pas davantage^ on les obliendra en donnant, 
kk^m valeurs consecutives quelconques entre — oo et H- oo , 

o, I, 2, . . , , m — I 
par exemple. 

L'equation (i) a une ou deux racines reelles, suivantque 

m est impair ou pair. Les racines imaginaires sont cou- 

juguees deux a deux : dans lous les cas , on obtient deux 

racines conjuguees en donnant a h deux valeurs comple- 

mentaires a m dans la formule (2) ; car, en chaugeant A 

en m — A , cette formule devient 

2. An , '. 2 A- TT 

z ^= cos I sm 

m m 

II suit de la que les m racines de l'equation (i) sont com- 
prises dans la formule 

2. A n 2 /• TT 

z = cos ± / sm 9 

m m 

ou il suffit de donner a A les valeurs o , i , 2 , . . . , — s\ m 

2 

11 w — I . 
est pair, el les valeurs 0,1,2,.., si rn est im- 
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pair. Dans le premier cas ,.les deux racines reelles corres- 
pondent kk = oeth=~ ; dans le second cas , la racine 
reelle correspond a A =: o. 

196. Supposons m impair; F equation z'" — i =o s'a- 

baisse au degre — — ? il suffit de la diviser par z — i , rl 

de poser ensuite 

I 

z 
On obtient ainsi une equation en x, 

du degre ? et dout les racines sont, comme Ton sait, 

les doubles des parties reelles dcs racines imaginaires de la 
proposee. Ces racines sont done representees par la for- 
raule . 

X =1 2. COS " , "> 

m 

ou Ton doitdonner a k toutes les valeurs i, 2,...^ : 

par consequent, le polyndme y (jc) ne diliere de celui qu'on 
designait par la m^me lettre au n** 192 que par le facteur 2 
qui mulliplie toutes les racines. 

197. Proprietes des racines de V equation 2'"= i . 
1*". Si Ton fait 

27r . . 2.TZ . 

OL = COS h / sm 1 

m m 

on a , par la formule de Moivre , 

, 2 X' TT . 2 ^ TT 

a* =r cos h / sm I 

m m 

par consequent, les m racines de V equation z"' =z i peu- 
i^ent etre representees par 

cest'h'dire par les puissances d' une d'entre elles. 



L 
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2". Si I'on a m = ?ip ^ n et p etant deux nombres pre* 
miers entre eux , on obtiendra totites les raciues Ah z"^= i^ 
en multipliant les n racines de z" = i par les p racines de 

^ ,« . 2 ^ TT . sin 2 /■ 7c , " 

En ellet, soit a = cos h i une racine de 

np np 

z"f' = 1 '^ n et /^- etant premiers entre eux , on peat trouver 

deux en tiers ^ et yj, tels que 

a StT 2 IQTT 2 A TT 

p^-^ nri = f( on 1 = , 

et alors on a 



/ 257r . . . 2?7r\ / 

a = I COS h I sm I ( 

\ n n J \ 



Unit . . 2737r 

cos h / sm — 

P P 



d'ou Ton conclut que tbute racine de z"''= i est le produit 
d'une racine de z"= i par une de z^ = i : par consequent 
les np racines de V equation z"^ = i sotit les produits que 
Von obtient en multipliant les n racines de z" = i par 
les p racines de zf' = i. 

3^. La resolution algebrique de l' equation z"" = i oiV 
m est un nonibre compose se ramene h la resolution des 
equations de mSme forme ay ant pour degres les nombres 
premiers ou puissances de nombres premiers qui divi- 
sent m. 

En effet, soit m == npq.,,-^ ^t P'i ^••« etant des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers inegaux, 
on aura les racines de I'equation z^^z= i en multipliant 
celles de z^z=z i par celles A% z^=i. Parcillement , on aura 
les racines de 2"'"'= 1 en multipliant celles de -2"'';= i par 
celles de -2*^= i, et aiiisi de suite. D*ou Ton pent conclure 
que les diverses racines de -z"* ;= i s'obtiendront toutes en 
multipliant une racine de z" = 1 par une de z^ = i , puis 
par une de 2^=1, etc. 
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Dcs poljgones reguliers. 

198. Concevons une circouference partag^e en m parties 
egales, et joignoiis les points de division nonsecutifs^ on 
aura le polygonc regulier inscrit de m c6t^s. Si n est uu 
nombre inferieur et premier a m, et que Ton joigne Ics 
points de division de ^ en n , ou , ce qui est la m^me chose , 
de m — n en m — », on ne reviendra au point de depart 
qu'apris avoir passe par tons les sommets , et la figure que 
Ton aura formee est Apfelee polj gone regulier etoile* Mais 
si m et 71 ont un diviseur commun 6 , on ne passera que 

parun nombre-— de sommets, et la figure obtenue sera un 

polygone regulier de -r- cotes seulement. On voit, d'apr^s 

cela , qu'il y a autant de polygones reguliers de m c6tes 
que de nombres premiers a ///, et inferieurs a la moitie 
de m. 

Le probleme de la division de la circouference en m 
parties egales se ram^ne a resoudre algebriquement I'equa- 
tion bindme 

car on a vu que les racines de eette equation sont donnecs 
par la formule 

2/'7r . 2/-7r 

z = cos h / sin • 

/// m 

xJr 
m 

gone obtenu en joignant les points de division de A en A , 
et Ton connaitra par consequent les lignes trigonom^triques 
de eel arc si Ton peut resoudre I'equation z"* :=zi, 

Enfin on a vu qu:» si m est un nombre compose, la reso- 
lution de Fequalion z'"= i se ram^ne a celle d'equations 
de m^me forme dont les degres sont les nombres premiers 



D'ailleurs est Tare sous-tendu par le cote du poly- 
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ou puissances de nombres premiers qui divisenl in ; done 
le probleme de la division de la circonf^rence en m parties 
egales est susceptible de la m^me simplification. 

Nous allons examiner en detail la division en trois , cinq 
et quinze parties egales. 

199. Dwtsion de la circonference en trois parties egales. 
— Elle depend de Tequation 



z' — 1=0; 



6tant la racine 1 y il vient 

z' -4- a 4- I = o , 

et, en faisant z -\ — = .r, 

^ z 

X -h I = o. 
La racine — i de cette equation est ^gale a 2 cos ^ 9 

ou — 2 cos ^9 ou — 2 Sin ^ ; on a done 
3 o ' 

. IT 

2 sm 7? = I . 
o 

C'est la valeur du cote de I'hexagone dont on deduit facile- 
ment le c6te du triangle equilateral. 

200. Dii^ision de la circonference en cinq parties egales. 
— Elle depend de I'equation 

z^ — 1 = 0; 

dtant la racine 1, et faisant i? H — = x, il vient 

' z 

x"^ -^ X — I z= o, ^ ' 

qui a pour racines 

In A.n 

2 cos -^ 5 2 cos ^9 

OU 

TT 3n 

9. sin — ) — 2 sin 

10 10 
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On a , d'ailleurs , en resolvant requation , x = mz__ . 

done 

2 sm — = 5 2 sin — = ^— * 

lO 2 I o 2 

Ce sont les valeurs des e6tes des deeagones r^guliers ordi- 
naire et etoile; on en deduirait facilement les coles des 
pentagones ordinaire el eloile. 

201. Division de la circonference en qidnze parties 
egales. — EUe depend de Tequalion 

(1) z*^ I = o, 

donl il faut Aler les racines de^* — i=oetde>z'' — i=.o; 
divisanl done ceile equaiion par ^-^ ? il vient 

(2) z' — z' -f- z* — z* -\-' z^ — z H- I =r o. 



Enfin^ en divi$anl par z* el posani ^ -4- - = j:, il vient 

z 

(3) x* — x^ — ^x^ 4-4^4-1 = 0; 

ceite equaiion a pour racines 

27r 4^ 8ir lAff 

2COS— p5 2 COS— =9 :tcos— pj 2 cos —^5 

1 5 ID i5 . i5 

ou 

." I I TT . 77r . TT . iStT 

*sin-;r— 9 2 sin -^9 — 2 sin ^-9 — asm--—. 
3o So 3o 3o 

Ce sonl, en valeur absolue, les cdtes des polygones reguliers 
ordinaire el eloiles de trenle c6les. 

Les quinze racines de I'equalion (i) s'obiiennent en mul* 
tipliant les irois de z^ — i = o par les cinq de ^" — 1=0 
(n® 197); on en conclut facilemenl que les huil racines de 1'^ 
qualion (2) s'obliennenl en mulliplianl les deux racines de 
z*4- z -hi =opar les qualre de z*-h «'-f- -z'-l- z -|-i = o, 
qu'on peul facilemenl irouver : on connailra done ainsi les 

i3 
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liuit raciiies de requation (2), et, par suite, celles de I'e- 
quation (3). 

Des considerations algebfiques fort simples font voir 
d'ailleurs que Tequation (3) resulle de Telimination de y 
entre les deux equations 

.r' — j^r-F (jr — a) = o, j'— r — i = 0, 

en sorte que sa resolution est ramenee a celle de deux equa- 
tions du second degr^. 

Resolution des equations binotne et trinome. 

202. Proposons-nous maintenant de resoudre Fequation 

binome generale 

2"= A-f-B/, 

ou A et B sontdes nombres donnes positifs, uulsou negatifs. 
En design ant par p et a le module et Targument de A -|- Bi , 
Tequdtion devient 

( 1 ) z™ = p (cos <7 -f- / sin a ). 
Posons maintenant 

(2) z =r r ( cos ^ -I- / sin ^ ) , 

on aura 

^m -_ f.m ^pQ5 ,„y -|- I sin wy); 

et, pour que la valeur (2) de z satisfasse a I'equation (i), 
il faut et il suffit (n** 185) que Ton ait 

r"' = p, W (p = 2 ^ TT -h « , 



d'ou 



/- 2 /• TT -h 13 

m 



Les racines de Fequation propos^e sont done donnees par 
la formule 



(3) z = y^p (cos h 

OU h designe un entier indetermine. 



. . 2 /• TT -I- rt 

I Sin 1 5 

/// 
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Pour que deux valeurs de k correspondent a deux valeurs 
egales de z^ il faui et il suffit, comme au n° 195, que leur 
difference soil un multiple de m^ I'equation (3) comprend 
done, comme cela doit etre, m racines distinctes que Ton 
obtient en donnant, a fc , m valeurs consecutives quelcon- 
ques entre — c» et -I- oo , 



o , 1 , 2 , . . . , m 



par exemple. 

La formule (3) pent s'ecrire ainsi : 

mr / a . . «\ / 2^^ . . 2^7r\ 

a = 4 /p I cos h ' sm — i I cos h / sin I • 

V'^\w ^/ \ ^ ^ J 

i/jD ( cos h ' sin — j est Tune des racines de I'equation (i) , 

COS h I sin est 1 expression des racines m"*"*" de 

m m '■ 

Tunit^j d'ou il^uit qu'on obtient les m racines de Tequa- 

tion (i), en multipliaht Tune d'ejles paries m racines m'*'"" 

de Tunit^. D'apris ce qu'on a vu au n*' 195 , on pent encore 

representer les racines de Fequation (i) par la formule 

(4) 3=0^cos-+,s,n-j(^cos_±.sm-^j, 

ou il suiBt de donner a \ les valeurs o, i , a , # . . , — , si m 



m — I 



est pair, et les valeurs o, i, 2 , . . . , , si m est impair. 

203. Dans le cas partieulier ouB est nul, on a p = A 
ou p = — A , suivant que A est posilif ou n^gatif , et Ton 
peut prendre a = ooua = 7r, suivant que m est pair ou 
impair; d'aprfes cela , les racines de T^uation 

sont donnees par la formule 



(5) . = v/l( 



cos It I sm 

m m 



i3. 
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et celles de l'&|uation 
par la formule 

rax '"/T( (2^-+-i)ir . . . (2X--f-i)7r\ 
(6) z=yA (cos' — ^^— ^±isin ^T"^ )• 

Dans les formules (5) el (6) il suffit de donner a k les 
valeurs comprises en ire o et — 

204. Soil mainlenanl Pequalion trin6me 

(l) 2»'«-f-/7Z'"-hy=0, 

oil p ei if sonl donnes ; on en lire 



(») 



-Wf-" 



el Ton esl ramene a resoudre deux equation's bin6mes. 

Considerons en parliculier le eas ou p el ^ elanl des 
nombres reeU , on a 

J-1<o, 
el soil 



— - -4- \/y — ^ ^^ P ( ^®* « + ' sin « ) ; 

Tequalion (i) a la forme 

^im — 2pz^ cosa -f- pj= o, 
el Tequation (2) devienl 

«•" := p(co5 a ± I sin fl). * 

Les racines de Fequalion -z'" = p(cos«-hi sina) sonl 
comprises dans la formule 



=</?( 



cos h t sin 

m m 



). 



• 
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ou Ton donnera a k les valeurs o, i , 2 , . . . , m — 1 ; de m^me 
les racines de Tequation ^"• = |o(cOs« — /sin a) peuvent 
etre representees par la formule 

pu I'on donnera a A* les m valeurs consecutives o, — i, 
— 2, . . . , — (m — i). Par consequent , les 2m racines de 
r equation proposee sont toutes comprises dans la formule 



=\^( 



2 X' TT H- a ^^ . . 2X'7r-|- « 

COS 31 ' sin J t 

m m 



ou il suffilde prendre, pour A, rti uombres en tiers conse- 
cutifs. 

Formule de Mowre pour un exposant quelconque, 

205. L'egalite 

/ rt 
cos « + ' sm « = I cos — \- i sin - 

\ n n 

montre que cos- -f- i sin-est une racine n'*'"'de cosfl-|-« sin a: 
^ /I n 

pareillement, cos 1-2 sin — est une racine /i'""' de 

cos ma -f- 1 sin ma ou de (cosa -h «sina)"*: on peut done 



ax« 



ecrire 



J{cosa-^ isina)'*=:€OS—a -+- ism —a, 

n n 



ou 

m 



t . . . n m , m 

(cosfl -h «sin^) =cos— a-h/sin — a, 

n n 

C'est la formule de Moivre ^tendue au cas d'un exposant 
fractionnaire — \ mais il faut bien faire attention que le se- 
cond membre ne repr^sente qu'une seule des n valeurs dont 
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le premier est susceptible. On obtiendra d'ailleurs toutes 
ces valeurs (n^ 202) en multipliant le second mcnibre par 



2 ^ TT . . 7. klT 

cos h I sin 



n n 



La formule de Moivre a lieu encore pour un exposant ne- 
gatif — m, que m soit entier ou non^ en effet, Tequation 

( cos a -h / sin a ) •" = cos ma -h 1 sin ma , 



donne 



= cos ma — f sm ma , 



( cos a -f- / sin fl )* cos ma H- 1 sin ma 

ou 

( cos « -h ' sin flr) "*'" = cos ( — ma ) -f- ' sin ( — ma). 

Theorhmes de Moivre et de Cotes, 

206. Les theoremes de Moivre et de Cotes ont pour 
but de donner une representation g^ometrique des divi- 
seurs reels du trin6nie x*"'± ax"* cos a -t- i, ou a est un 
angle donne , et du bin6me a:'" =t i . 

Les deux facteurs lineaires qui correspondent a deux ra- 
cines conjugu^es de I'^qualion 

jp' « -^ 2 jc« cos « -I- 1 = o , 

sont representes par 

/ a^TT-hfl .. 2^7r-t-a 

X — I cos h I sin 

\ m m 

et 

ihiz -t- a . 2^7r -+- a 

cos i sm 



le produit de ces facteurs est 



m m 



ik/K 
r ? = J?' — IX cos 4- I , 



et I'on a identiquement 

^ I ) .r"« — ax*" cos rt -h I = ( Jo/, r^ . . . rm- 1 )'. 
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Changeons a eii t: + ^I , et faisoiis 

,j - (2/- -f- i)n-i-a 

m 
on aura 

(2) x"" H- 2a:"'.cos fl -|- i = (/« /, • • • /«- 1)'. 

Cela pose , considerons une circouference de rayon i , 
partageons-la en 2 m parties egales aux points Ao, A| , 
Aj , . . . , A8,„_ 1 , joignons le centre O a tous ces points et 

menons une ligne OP faisant un angle egal a — avec le pre- 
mier rayon OAo ^ enfin prenons sur cette ligne une longueur 
quelconque OP = a: , et joignons le point P a tous les points 
de division. Les triangles OPA«„,_2*etOPAj,„_8 a- 1 donnent 

2 An -4-« 



PAam-a* = X' — 2,27 COS h I , 

m 

2 (2 ^-f- l)7r -f-fl! 

PA,«_jA_-i =0:'— 2^COS h I, 

m 

el, par consequent, 

PAj«,_3* =/* et PA;m-2k- . = ri- 

II resulte de la que le trinome a:*'" — 2X"' cos a -f- i est 
egal au carre du produit des distances du point P aux points 
A05 As, A4,..., et que le trin6me jr'"*-f- 20:'" cosa H- i est 
egal au carre du produit des distances du m^me point P 
aux points Ai , As , As , . .. ^ c'est dans ces egalit^s que con-, 
siste le theor^me de Moivre. 

Si Tangle a est nul , le point P est situe sur le rayon OAq, 
et les equations (i) et (2) donnent, en exlrayant les racines 
carrees des deux membres , 

»*• "i~ 1 — X» X \ ' ' * X'" — » • 

C'esl dans ces egalites que consiste le theoreme de Cotes ; 
on doit prendre le signe -h ou le sigiie — dans le second 
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membre de la premiere , suivant que le point P est exte- 
rieur ou int^rieur au cercle. 

Resolution de V equation du troisikme degre, 

207. Comme on pent toujours faire disparaitre le second 
terme d^une equation , nous prendrons T^uation du troi- 
si^me degre ramenee a la forme 

(i) x' -h^x -{- 7 = o, 

el nous supposerons p el q r^els. Posons 

I'equation devient 

[y -h zY -^ p [y -ir 2) -1-7 = o, 

ou 

r ' -4- «' -h (/? H- 3/z) (y -i-z) 4- ^ = 0. 

On pent disposer a volonte de Tune des indeterminees y 
Gi z. Si Ton fait 

(2) J3 = — |, 

il vient 

(3) j3_,_33_^_^. 

y' et z^ sont done les racines de Tequatiou du second 
degr^ 

I' — at — ^ = O, 

On deduit de la 



s (4) ^ ^^V4-^^7 



Ges equations (4) donnent trois valeurs pour y et trois 
pour z ] mais il ne faut associer ensemble , pour avoir ane 
racine j'-f-z de Tequation (i), que les valeurs de y et 
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de z qui satisfont a Tequation (12) , c'est-^-dire qui ont un 
produit reel. 

208. Supposons— -4- — nul ou negatif, ee qui exige 
que 7? soit negatif, et posons 

— - = p cos w 5 ^ -1-^— = — p' sm' w; 
on aura , pour determiner p et o) , 



=v/ 



nil 

27 



2 



cos w = 



et les equations (4) deviennent 



v^^' 



d'ou 



jr^= p (cos w -f- ' sin w ) , 
z^ = p (cos w — / sin Gd ) ; 



= v'p( 



2 /■ TT -f- W . . 2 /" 

cos h ' Sin — 



IT -+- w\ 



'/- / 2A-7r-*-w . . 2X"7r-|-w 

2 = y P I cos T f sm 5 

ou Ton doit donner a k les trois valeurs 0,1, 2. II faut 
que k ait la m^me valeur dans ces deux formules pour que 
le produit yz soit reel, par consequent les racines de la 
proposee sont donnees par la formule 

2 Att -+• a> 



^ = 2 \/p COS 



ces racines sont done 



27r -f- w 



9 2 V^ COS 



4^ 



2 V^ COS ^5 2\/pCOS . ^^p.^», 

Ces expressions sont calculables par logarithmes. On voit 
que les trois racines de la proposee sont reelles. Les deux 
derniires sont egales entre elles si w est nul , c'est-a-dire si 

4 27 
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209. Supposons mainteuant %--¥ — positif , et designons 

par A et B les valeurs r^elles de j^ ei de z qui satisfont aux 
equations (4) 9 en sorte que 



soit a Tune des racines cubiqucs imaginaires de Tunite, 
I'autre sera a* , les valeurs de y seront 

A , A a , A a % 

et celles de z 

B, Ba, Ba=. 

Comme les valeurs Aaj et z qu'il faut ajouter ensemble pour 

former une racine de T^quation (i) doivent avoir un produit 

reel, ces racines sont 

A-hB, 

Aa 4-Ba% 

Aa'-f-Ba, 



OU 



car on a 



A « . A-hB . A — B r^ 

A 4- B, el ±1 "V3; 

2 2 

— I -I- ,y 3 , — 1 _ i ^3 

a— 1- el a'= ^—' 

2 2 

On voit qu'une seule de ces racines est reelle. Nous 
allons montrer comment on pent appliquer le calcul des 
logarithmes a leur determination \ il convient de distinguer 
dans cetle recherche le cas ou p est positif et celui ou il est 
negatif. 

3 2 

1^. Soit/; <C<>' Puisque, par hypo these, on* a — — <^ 4-5 
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on peut poser 



et Ton a 



4/ L» rr-Sinw; 

V 27 2 

B = i/ — i— ?cosw=: J^ 
V 2 2 ^ 



7 sin^ I w, 



q COS^ y W» 



2 I D^ 

ou , en remplacant a par sa valeur -^ — \/ — ^9 
^ * ^ ^ sm w V 27 

Soil maintenant (f un angle auxiliaire, tel que 

3 

tang<p=:^lang|w, 



' on aura 



A^y-y^lang^p, B = Y/-y^cot(p; 
par suite, les racines de I'equadon (1) sont 

y -^ (tang (p-h cot (p), 

— ^ y -^ .(*ang y -h cot <p) ± ^ / >/^^ (tang 7 — cot <p) , 



ou 



\/^ .. V 



et — f ±/v/ — i^ cot2<p. 

sin2f sm2Y 

On pourra calcuier par les Tables , a Faide de ces formules , 
la racine r^elle , ainsi que le coefficient de 1 dans les racines 
imaginaires. 

2^. Soit /r? > o. On posera 



v/|= 



27 = I '""S "' ' 
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il vient alors 



A = iV- 1 4- ^ ^ Vising 

V 2 2C0Sb> y COSW 

V 2 2 COS W V 



— q cos'joa 



1 V 27 

ou , en remplaf ant q par — ^ '- 




Calculant comme pr^cedemment un angle auxiliair« <j/, 
tel que 

lang(p = v/tang|a), 
il vient 

A= y/^tangy, B^-i/^coty, 
et les racines de Tequation (1) sont 



v1 

. 2V 3 



ou 




^(tang(p — cot(p), 

(tang(p — coly) ±/— (tang<p-h cot^); 

<P el — 4 /^cot2<<p±:l-,^• 
^ V 3 ^ sin2(p 

Expressions des puissances du sinus et du cosinus d'un 
arc enfonction lineaire des sinus et cosinus des mul- 
tiples de cet arc. 

210. Soient 

cos a .4- « sin a = u, cos a — / sin a = f ; 
on a 

2 cos « = «-+-<', 2 « sin a = w — r, 



J 
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et , par suite , 

2" COS" a = (u-{- vY, {2 i )" sin" a = (a — p)", 
ou , en d^veloppant , 

^ . ^[^ — *) - , . 

(1) 2"COS"fl=: «" -h -«"""*«' H — ^^ ^a"~*c''-f-. . . , 

^ ' I 1.2 

(2) (2«)"sin"« = w" m"-*pH J^ ^ «"-*»'» 4-.. . 

^ ' ^ ' I 1.2 

Occupons-nous d'abord de Fequation (i). Si n est pair, 
le second membre de T^uation (i) renfermc un terme 
du nxilieu, et, en groupant ensemble les termes egalement 
eloign^s des exti'^mes, il vient 

2" cos^fl = (a" -h (^) 4- - «fp(a«-' + «»•-') -4- . . . 



^ L^ II It /m5_I_ iA\ _I_ i L. n n 

.2...g-l) 



n \ n 

1 .2. .1 II 1.2...- 



Si 71 est impair, le second membre a un nombre pair de 
termes , et , en groupant comme prec^demment les termes 
egalement distants des extremes , il vient 

2" cos"« = (a" 4- 1^) + - ac («"""' -f- 1^"*) -f- "^^"" «' p* (a"""* -h i'"-* ) H- 
\ ' I ^ 1.2 



/i(/i — 1). . . ( 



«-+-3\ „_, „., 



\ ^ / 2 a , , X 

_| i L. u V [u -h p). 

n — I 

2 

D'ailleurs mi^::: x et m"* -h i^" = 2 cos ma; on a done , si n 
est pair, 

2"~' cos" a = cos /?rt H — cos (/i — 2) a-h . . . 

I 

(3) I «(«-!)... (^ + 3) «(«-l)...(^ + .j ^ 
+ _A_— -Icos2a + -, 

I .2. . . I I I ' *^* ' * 2 



• • ••• -•• V 
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et, si n est impair, 

n . , nin — i) . /\ . 

2"-'cos"a = cos/«fl -h - cos(/i — 2)« -h -^ cos(/i — 4; a -f-. 



I ^ ' 1.2 



(4) «(„_,)... (^) 



cos a. 



n — I 

A • «a • • • 



Occupons-nous maintenant de Tequalion (2). Si /i est 
pair, le second membre renferme un nombre impair de 
termes-, les lerraes egalement distants des extremes ont le 
m^me signe, et, en les groupant ensemble , il vient 

n 

n (— I )^ sin" a = (a« H- <^) — - MP («"-'+ p"-') -h ^^^""'^ aV (a"-<-t- c*""*) — . . . 
«(«— 0-- U-t-3) »_ «_ n(«— i)...(^-t-i) f » 



1.2... ( 1 I 12...— 



ou 

n 



(5) 



2'»-«( — ij''sm"fl = cos na cos (« — 2)0-1 ^^ cos(/i — 4)^ ^••' 

I I a Ja 



(n 

\2 



cos 2 nZ fl 



/I 2 

1.2...- 
2 



Si n est impair, le second membre de I'equation (2) 
renferme un nombre pair de termes , et les termes egale- 
ment distants des extremes sont de signes contraires^ en les 
groupant ensemble , il vient 



n — I 






« — I 



M. • ^ • • • 
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On a d'ailleurs 

ii"* — v^z= 2i sin ma ; 

done 

n —1 

2"~«( — I) ^ sin"«=tsin/ifl sin(/i — 2)flrH — ^ ^ sin(/i — 4) ^"^••* 

I I JS 



"("-•)••• (^) . 



(6)< 

I ^L ^ ' V 2 / 

sm a. 



/I — I 

1.2... 

2 

On voit que cos" a s'exprime, dans tous les cas, par une 
fonction lineaire des cosinus des multiples de a, et que 
sin" a s'exprime pareillement en fonction des cosinus , ou 
en fonction des sinus des multiples de Tare a , suivant que 
n est pair ou impair. 

Dev^eloppements du sinus et du cosinus d*un arc en series 
ordonnees suiwant les puissances de Varc. 

21 1. Les formules ( i ) du n** 187 peuvent $*ecrire de la maniere 
suivante : 

cos ma = CDS'" a I , s , \ 

m\m — i)...(/w — 2/1 -f-i) 




^_ 1 .2. , 2/2 

^ ' \ V~ ,n m(m — i) {m — 2 ) 

^ ^ ^5 ^ tang^ a 

— 2«) 



|~ m mim — i ) ( 

I I " 1.2. 
CDS'" a\ 

I t^m[m — \), . .{m — 2«] 

L 1 . 2 . . . (2 « -I- I ) 



I I " 1.2.3 

Sin ma = cos*^ 



tang*''-^'flipR,„+ 




en posant 



m...{m — p — I ) ^, m,,.(m — p — 3) ^ „ _ 
R« = ^ — 7-^ c- tSLUcP^' a ^ — , ' fx tang^-^ a 

ou, pour abreger, 

R.p =::= Up — ^p-\-\ H~ ^p-¥-i — • • • • 

R,„ et Ran-t-i mesurent les erreurs que Ton comroet, en negligeant 
les puissances de tang a superieures ^ la (2« + i)'*"" dans les va- 




(2) 
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, COS ma sin /ita „ , , , . , ,■ 

leurs cie el : nous allons chercher a assicner les h- 

cos'"a cos^a 

mites de ces erreurs, en supposant Pare a compris entre o et ^9 

c'esl-a-dire tang « < i . On a 

'ieti = {m-p-oHm-p-^) 



tang^ fl, 



Up+i __ {m — jp --4) (/w — ^ — 5) 

Up^,'~~ (^H-5)(j3-f-6) 
etc. ; 

et Ton voit que, si la premiere de ces fractions est moindre que i , 
les autres seront aussi, k fortiori, moindres que i; par conse- 
quent les termes de R^, dont le nombre est limite, iront en de- 
croissant. Or on pent ecrire 

Rp = Up (^^4-1 '^p-*-7) ('*/H-3 T- Up^i) • • • > 

done . 'Rp<^Up^ 

et, en designant par ^ une fonction comprise entre o et 1, on a 

R^ = ^Up'. 
la seule condition k remplir est 

[m-^p — 2){m--p — 3) , . 

" r-- — oTT 7-x tang ^ <i^ 

(;,-+. 3) (;, 4-4) ' ^ 

Si cette inegalile est satisfaite pour p = 2n, elle le sera, ;^ 
fortiori, pour /? = 2/1 -f- i ; les equations (i) peuvent done 
s*ecrire comme il suit : 

m(m — I ) 



tans' a 
1.2 ^ 

. )i_ni(m — I ) . . , f m — 2 « -4- i ) 

cos ma = cos** a { ± — ^ tang'" a 

' 1 .2. . .2/1 ^ 

_^m(/n--i)...(;ii — 2/1— i) ,_„,„^, 



I . 2 . . . (2 /2 -f- 2 ) 



tang' 



m mim — \){m — 2 ) 

— tang a ^ ^-i— tang- a 

' I • 2 . o 

-. ? _t_ ''^ (''^ — i). , Am — 2/1) 
sm ma = cos" a{± — ^^ ~ — ^^ j — - tanc^'""^* a 

* 1 . 2 . , . (2 « -h I ) ° 

. m(m — I ) . . ,(m — 2/1 — 2) 
— X-J i Jl ^tang»«+^ a 

I .2. . .(2/2 4- 3) ^ 



(4) 
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en designant par et X les deux fractions moindres que i aux- 
quelles se reduit ^ pour /? = 2«€t/?=:2«-Hi. 

Dans les seconds membres de ces equations, le nombre des 
termes ne depend pas de my et pent rester le meme quand on fait 
varier/Ti , pourvu que le nombre n satisfasse toujours k I'inegalite 

{/» — 2/1 — 2) (hi — 2« — 3) 



(3) 



tang'a<;i. 



(2;t-f-3)(27H-4) 

9 IS. Les formules (2] vont nous conduire aisement aux de- 
veloppements de cosj; et de sin a: en series ordonnees suivant 

les puissances de x, Posons, en effet , ma = x , d'oii m = -9 on 
peut ecrire les equations (2) com me il suit : 



I 



cos;r' 






x{a: — a) /tang a\ ' 



X 

cos™ — 
m 



m 



I .2 



/ tang a \ 



sin X 



i_x{x — fl) . . . (j? — 2 «flf + fl) / tang a\ 
1 .2. . .2/1 \ a ) 

a? (j: — a). . ,{x — 7.na — a) / tang a 

1 . 2 ... (2 /I -f- 2) \ 



2a 



F) 



afi-4-J 



X 

cos" — 
m 



X /tang a 

I \ a 



x{x — o){x — 2 fl) / tang «\ ' 
I .2.3 \ a ) 



an-»-» 






x(x — a), . [x — 2 na) / ting a 

i.^.. .(2/1 + 1) \^ 
^x[x — a). . ,{x — 2 /ifl — 2 fl) / tang a\ *«"*■* 
1 . 2 . . . (2 /? -f- 3) \ a j ' 



et rinegalite de condition (3) devient 

(5) 



[x — 2 /ifl T- 2 a) (j7 — 2.na — 3/3;) / laog «V ^ 



(.2/2-h3)(2/i + 4) 

Supposons maintenant que n etant un nombre aussi grand que 
ron vondra , mais invariable, on fasse augmenter indefiniment 
rentier m , de maniere que le produit ma = x reste constant ; on 

a la limite a = o , — ^ — = i , et si Ton admet , pour un 

•4 



■s 

Hi- 



aura 



a 
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moment, que lalimitede cos"*-^i pour m = od , est Tunite, les 

m 

equations (4) deviennent 

x^ a?* . x'" 



cos X =Z I 1 ;; 7 ... it 



1,2 1.2.3.4 ' I.2...2W 

zne 



^2n-4-a 



(6) 



1 .2. . .[in -^ 2) 



X x^ x^ , x^«+» 

I sm X = :r -4- 



I 1.2.3 1.2.3 4'5> ' I .2...(2«-f-l) 



^5«-f-3 



"^ 1 .2. ..(2/1 + 3) * 
d^ailleiyrs Tincgalite de condition (5) se reduit a 



x^ 



^^^ (2/1 -f- 3) (2/1 +4)^'' 

Les equations (6) , ou d et X designent toujours des fractions 
comprises en tre o et i, ont lieu pour toutes les valeurs de n qui 
satisfont k la condition (7]. 

Supposons maintenant que Pentier n augmente indefiniment; 
les fractions 



.1 11-+-2 ^ 

• — > . — • • . 



^jii-f-2 XXX 



I. 2. ..(2/14- 2) I 2 3 2«-h 



1 .2. . .(2/1 -f- 3) I 2 2«-h3 

ont pour limite zero, car ce sont des produits dont les facteurs 
plus grands que i sont en nombre limite, tandis que le nombre de 
ceux qui sont inferieurs a i , et meme a telle fraction que Ton 
voudra, peut devenir plus grand que tout nombre donne : on 
pent done ecrire 

x^ X* 

cos X r= 1 — h 



1.2 1.2.3.4 

(8) 



X X^ x^ 



sm j: = s- 4- 



1 1.2.3 1 .2.3.4*5 
Ce sont les series que nous youlons obtenir ; elles sont comprises 
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dans les formules (6), qui font connaitre en m4me temps les restes 
deces series , c*est-a-dire les erreurs que Ton commet en s'arr^tant 
k nn terme quelconque. Gomme ces restes ont pour limite zero , 
quand le nombre des termes que Ton prend augmente indefini- 
ment, on pent conclure que les series (8) sont conuergentes pour 
toute valeur de x, 

215. II nous' reste k prouver un fait que nous avons admis, 

c'est que la limite de cos" — 9 lorsque Tentier m augmente in- 

definiment , est Punite. On a (n^8l) 

X ^ ""x' 

cos — > I ; 5 



et 

COS' 



^ ^ / x^ \'" ^ 



x^ 



2,m 



or je dis que, si m est suflfisamment grand, chaque terme du 
second membre est moindre en valeur absolue que le prece- 
dent. En effet , du terme qui en a /? avant lui ^ on deduit )e sui- 

1 1.1- ^ — P ^^ I / p\ ^ 
vant, en le multipliant par ^ ou ( i — — J » 

fraction qui peut devenir moindre que tout nombre donne ; done, 
en ecrivant I'inegalite precedente com me il suit : 

^ JT x^ fm [m — 1)0:* m(m — i ) (w — 2) x^ \ 

m am \ 1.2 ^m^ 1 2.3 8/n'/ 



X . . J?' " 



on voit que cos" — est plus grand que i augmente d*une 

suite de nombres positifs, par consequent ,. 

X ^ x^ 



cos" — ^ I — 



m 7.m 

X x"^ 

D'apres cela , cos" — est compris entre i et i *, ce dernier 

nombre est i pour /w = oo , done 

X 

lim cos" — = I , pour m =: x ^ 
m 

ce qu'il fallait demontrer. 
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214. Les dev^loppements qui precedent permettent de consi- 
derer les fonctions sin x et cos x sous un point de vue beaucoup 
plus general que celui sous lequel nous les avons envisagees jus- 
qu*ici. On voit, en effet, que si Ton definit ces fonctions comme 
etant les limites des series convergentes 



X x^ x^ X* 



2 1.2.0.4 

on pourra atlribuer a la variable x des valeurs imaginaireSy ce qui 
jusqu^ici n^ut presente aucun sens; on voit d'ailleurs aisement 
que les series (8) ne cessent pas d^^tre convergentes , quand x de- 
signe une expression imaginaire p (cos &> + <* sin &>) ["^ ]. 

Toute relation entre les sinus ef cosinus de plusieurs arcs» 
comine, par exeniple, 

cos (a: +/) = cos x cos/ — sin a: sin/, 

sin (x -♦-/) = sin x cos/ -\- cos j: sin / , 

continuera d'ayoir lieu, six etjr designent des expressions ima- 
ginaires; en efTet, si Ton remplace les sinus et cosinus par les 
series qui les representent, les deux membres de chacune de ces 
relations seront identiquement egaux , et Tidentite ne cessera pas 
d'avoir lieu lorsque x et /, au lieu d'etre des nombres reels , de- 
idgnerpnt des expressions imaginaires. 

Formuks pour la construction des Tables de loganthmes 

des fonctions circulaires, 

%Vi, THioAiME. — U equation sin x == o, r'est-a-dire 

X 3C^ X^ 

I 1.2.3 1.2.3.4-5 

n'a arcane raeine imaginaire, 

Supposons , en effet , que Ton ait 

sin [a -h ^/) = o , 

■ ! ■ ■ ■ I .... I ■ .. ■ , . I, 

[*} Une serie dont les termes sont imaginaires est conyei^ente y lorsque 
les parties reelles de ses termes forment une. serie convergente, &insi q^e 
les coefficients de /. 
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OU 

( l) sin « COS bi 4- cos a sin bi =z o\ 

on a 

sm bi = / U +_-^-|- -_ --_ H-. . . j , 

b' b* 
COS 6f = I -I 1 5—; -f- . . . , 

I. a I .2.3.4 

et Tequation (i) se decompose dans les deux suivantes : 

. ( b' b' \ 

\ 1.2 1.2.3.5 / 



cos 



Y, ^* b' \ 

''r "^7"^"3"^ i 2 3 i 5 "^'")'^''' 



La premiere exige que sin <7 soit nul , car le deuxieme facteur 
ne pent etre nul pour une valeur reelle de ^ ; et la seconde equa^ 
tion ne peut alors etre satisfaite que pour 6 = o. Le theoreme est 
ainsi demontre. 

CoEOLLAiRE. — L'Squotion cos X = o n'a pas non plus de racine 

imaginaircy car cos x n "est autre chose que sin I xy 

St6. Considerons les equations 

X X^ jAlH-\ 

5-1-. ..± 7 ; — r=o* 

I 1.2.3 I.2...(2 7l+l) 

X^ . ar*" 



I h dc = 0; 

1.2 I .2. . .2/? 

designons par ai^ a^y,,,, a2n les 2/1 racines de la premiere autres 
que zero, et par b^ bty.^.y b^n les 2/1 racines de la seconde, on 
aura identiquement 

_ -I-. . .3^ . ; V 

I 1.2.3 1 . 2 . , . (2 « -f- 1 ; 

X* . a?'" 



1 h. . . 



1.2 I .2. ..2/1 




t 

2l4 TRAITI^ DE TKIGONOm£tIIIE. 

Ces identites ayant lieu quel que soit », on peut adraettre 
qu'elles ont lieu encore pour /z =r oo : alors les premiers membres 
se reduisent h sin x et cos x, lies racines de sin .r = o sont 

dbTT, ±2^, zizSTT, i. . . ; 
celles de cos or = o sont 



— y 






2 


2 


2 



on a done 

Sin X = X I I I I r — ,— 7 III 7 • • •' 

-'=(-^)(-J4)(-fe)- 

Prenons les logarithmes, dans un systeme quelconque au mo- 
dule M^ des deux membres de ces equations, on aura 






logsinx = logx + Iog(i— ^Wlogfi — ^Wiog 

logcosx = log(i-if!)+log(i-i^)+log(.-^)H-...; 



ou, en posant x = » 

*^ 2/1 



log sin =r log — h log m — log n 



w \ . / ni' 



(3)| +Iog(,-^)-f-log(.-^)+log(. 

Jogcos— =log(^I--j + log(^I- — 



36/l' 



w' 



• • •! 



■+■'"8 ( — i5^ )+•••• 



Enfin , en faisant usage de la serie connue 



log(i-z) = -M^^ + |--t-|-4-...) 
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ai5 



et qui esl convergente tant que z est <^ i , on a 



/ 



log sin — = log — h log m — log n 



(4) 



/w*M 



/I' I 



m' M 

/I* 2 



/l* 



— etc. 



I 

2} 

I 

2* 
I 



I 
I 

V 

I 

4' 



I 

I 

I 
6^ 



r 

I 
8^ 



• • • 



, //ITT //I'M / I I I 

I0£( COS = I f-TTlH-TT 

^ in /I' I \i' 3* 5» 



n* 2 



I 
3"« 



1 

5^ 



I 
8«"^ 



I 

r 

I 



w • M / I I I I 

"^ ««""3 \7« "^ 3« "^ §• "^ 7« 



+ 



— etc. 



C'est h. Taide de ces formules (4) que les Tables de Gallet ont 
ete construites. 

Questions proposees, 

1. Demontrer que, si n est un nombre impair, on a, 
quel que soit a, 



cos na r= 2""' cos a cos I a -\- 



27r 



£^it 



n 



cos I « -t- -^— I , . . COS I « + 



{-^^==^) 



2. Demontrer que la somme des puissances n des dis- 
tances d'un point aux sommets d'un polygene regulier 
de m c6tes ne depend que de la distance du point au centre 
du polygone. 



FIN. 




\ 



T/iff/c' f/r 



PI. I 




Fi<i'. 5. 







/". B\>rmsi'*' •'". 



.,._. -«-■ 
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